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^ag üotliegenbe Setf etf^eint als ®tgdrijung 
meines l^e^tBu^eS bet ebenen ®eo me tri e, ba8 Be^ 
teitS in bet 13ten Sluflage bie toeitefle JBetBreitung ge»« 
funben ffat S)affel6e ging f^on in bet etflen Stuflage 
üon bem getDi^ ti^tigen ®efi^tg)>unfte au8, t>a$, tolt 
bie ganje SÄat^ematif, fo l6efonber8 au^ bie ®eomettie 
niä}t i>loi eine ÜBiffenf ^aft , fonbem au(i^ eine \Runfl 
fei, b. ff. ba^ eS ni^t genüge, bie ©d^e ber SEBiffen^ 
f^aft jn toiffen nnb i^ten Sufantmen^ang unter einanber 
einjnfel^en, ba^ fle öielmel^t ou^ einSÄittel fein muffen, 
um tttoaS felBfldnbig bamit leiflen ju fönnen. 2)enn 
ni^t Mo8 getoinn^ but^ Slntoenbung bie Sl^eotie felBfl, 
inbem ba8 SEBefen nnb ber innere Swfammen^ang fo toie 
bie aßi^tigfeit unb ber Umfang eineS ©a^eS babur^ 
gar ^dnflg in ein neueS Si^t gefegt »irb, fonbem bie 
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Ätaft M (Bä^üUxS toitb um fo me^r gefldtft unb fein 
mat^emattfii^er ©inn geüBt, je mtffx et n((i^t 6I08 te^" 
^)rot)uftlt) im Sluffaffeft bet aßiffenfii^aft, fonbetn auä} 
\>xot)nttl\> tolrb im (SelBflldfen bon StufgaBen. 

aSon ber ftüi&et fo betBreiteten Slnfl^t, ba^ ganj 
befonbere Slnlägen baju gel^ßren, um in ber SÄat^emattf 
au(i^ tiut ettoaS 6rtr4glf^e8 ju lefflen, ifl man in neueren 
Seiten mit ben gortf^ritten ber 5|3dbagogif unb SRetl^obif 
Idngfl jurütfgefommen, 3Äan ^at einfel^en gelernt, ba^ 
atterbingg, um ettoaS ü6er baS getoßl^nli^e unb für ba8 
pxatti^ä)t SeBen not:^toenbige Si^I ^inauSjugel^en unb 
©(i^ß^)ferif(i^e8 l^ierin ju leiflen, mit einem SEBorte, um 
eigentli(i^er 3Äatl^ematifer ju toerben, auä) ^ler toie in 
jebem anbern ^aä) beS menf^Ii^en ©treBenS, Befonbere 
Einlagen unb bamit jufammen^fingenb Befonbere Sieigun«^ 
gen erforberlici^ feien, Slber um 6i8 ju einem getoijfen 
®rabe ^txx beS matl^ematif(i^en ©toffeS ju toerben, U^ 
barf ber junge ©(i^üler niä)t mel^r atS gefunben 3Ren* 
f(i^eni?erflanb, ^fei^ unb ßifer unb xlä^ÜQt Seitung feiner 
©tubien, 5Dinge bie er au^ ju jebem anbern ©treten 
nßt^ig ^at. 

5Diefe Seitung nun berfu^t bie öorliegenbe ©^rift 
JU gefcen, hervorgegangen au8 ^)raftif^er Srfa^rung 
toä^renb einer langjährigen Xl^fitigfeit im Sel^rerfcerufe, 
bie ]^äuftg imä) f^Jne ©rfolge • fcelo^nt toar. 
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5Da^ baS SScbürfni^ aber fett bcm @rf(!^c{nen ber 
crflcn Slujiage tebeutcnb getoa^fen toax, Id^t fl(]^ nt^t 
ableugnen- 9lbgefe^en babon, ba^ (m 5lttgeme{nen bie 
aWatl^emattf in ben Singen bet @tnjt^t8i?otteten fe^^r an 
aSebentung gewonnen ffat, als eine Seite be8 menfci^* 
Ii^en äBiffenS, toet^e für bte ^armonif^e 2ln86{tbnng 
be8 menf^li^en OeifleS ein »efentli^ etgdnjenber gaftot 
ifl, tDo^et eS fommt, ba^ anci^ in Slnflalten, todä)t mtf)x 
bie et^ifii^e <Btik ber menf^Ii(i^en Sitbung jnm Siele 
ifaUn, bie SKat^^ematif eine ganj anbete Pflege geniest 
al8 früher, ifl e8 feefonbetä bet gto^e 5lnff(i^tt)nng bet 
Seci^nif, toet^et :^iet namentli^ an^ fut unfete aDBiffen=== 
f^aft einen auSgebe^nteten ®oben gef(i^affen ^at. 5Die 
gto^attigen 5lnflalten bet :|)ol^te(i^n{f(]^en ©^nlen finb 
e8 ba^et öot SÖIem, n)el(i^e in bet fonfltuftiöen SWatl^ematif 
i^te ^o^e äßi^tigfeit ettungen ffobtn. ©ie toaten jn^ 
nd^fl bie aSetanlaffung, ba^ nnfet Sal^tl^unbett einen 
neuen S^eig bet ©eomettie glei^fam etfl entberfte, bie fo* 
genannte tef^teiBenbe ©eomettie (geometrie descriptive), 
toe^e in umf äffen ber SluSbe^^nung je^t bie ©tunblage 
beS :|)ol)?te^nif^en Untetti(i^t8 in feinem lonfltuftiben 
©efeiete Wlbet. 

JRütftoitfenb u6te bie^ au^ feinen Sinffu^ auf bie 
eBene ©eomettie. SEBdl^tenb bie te^nenbe ©eomettie (bie 
algefetaif^e SJel^anblung bet Slufgafeen) in iffxtm anet^ 
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fannten 3&tttfft ni^t öerfiitjt toutbe, nf)idt auf 8 9leue 
bie f onflrufttöeaSe^anbtung ber geometrtf^enSlufgafcen, 
b{e eine Seitlang auffattenb öetna^ldfflgt tootben toar, 
Üfxt öoHe ftü^m JBebeutang, b{e flc Idngere Seit öet* 
löten ^atU, unb eS entjlanb eine grJf ete 3a^I i>on 9lu^ 
flatenfammlungen mit Söfunflen na^ bet f)?nt^et{f(i^en 
aWetl^obe bet alten fltfe^ifd^en SRatl^ematif et , bie attet«' 
blngg auf biefe SRet^obe attein angetotefen toaten, ba 
il^nen b(e algebtalf^e JBe^anblnng no^ gÄnjti^ ftemb 
tDat. 

9lu^ an m{^ etgfengen ju öetf^febenen Seiten 
nnb öon öetf^iebenen ©eiten öfelfaci^e Slufforbetnngen, 
eine ©ammlunfl öon StujI&fungen bet ja^ltef^en fn 
meinet ebenen ©eomettie o^ne Söfung enthaltenen 2luf^ 
gaBen ju feeatBeiten. SGBatum i^ bie^ na^ meinet 
Uefcetjengung ni^t tl^un fonntr, »itb • fl(i^ anS bem 
©tnbium bet öotliegenben ®^tift lei^t etgeBen. ^6} 
toottte feine fogenannte @fefö6tn(fe feanen, toel^e bie 
eigene Ätaft beS (BifyüUxi tffn Uffmt al8 fldtft. 9lfö 
ba^et ein auf »gonotat f^efulitenbet junget 5|3ot^te^«' 
nifet — :|)feubon^m aU 3utiu8 SReng — öetmittelfl einet 
in jebet SSejiel^ung fci^uletl^aften Sltfceit bie betmeintli^e 
Sütfe aufijufutten öetfu^te, toat eS 6ei bet Balb etf^ie*» 
neuen neuen Slujiage meinet ebenen ®eomettie füt miä) 
®etoijfen8fa^e , ben Slnl^ang betfelBen fo umjuatfeeiten, 
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ba^ bet <Bä}nUx hit ^xbtlt bon SReng jut Grlei^tetung 
feinet @iubten nnb ju ettDdget SSegunfUgung feinet 
S^tdgl^eit nut f^tDet Unülitn fonnte. fSRtin S)a>tä 
tDutbe ettei^t. Sto| bet t)ielen no^ na^folgenben 
9luflagen bed ^auipttotxUi etf^ien bon SRengS SSu^ 
feine gtoette. 

atooai ganj anbeteS l^ejtDe^ bie botliegenbe ®^tift. 
Sit foH bem (Spulet bie ^an^t^t^^tipuriftt batlegen, 
öon benen et Beim ©etfeflauTflnben bet Sßfung geome*» 
ttif^et Slufgaten au8gel^en mu§. 3« biefem Stoetfe 
foU f!e tffdU Beim dffentli^en Unteni^te geBtau^t 
toetben, ba in neuetet Seit in ben (Säfu\plantn gtö^e* 
tet Slnflalten öielfa^ Befonbete Untetti^tSjlunben füt 
geomettif^e 9lnal5^fi8 BefKmmt tontben, t^eilS fott fle 
einen ®egen{lanb beS ^ti^atffatbiumS ber ®^älet Bilben. 
Buglei^ lag eS in meinet 9(B{{^t, au^ mannen an^ 
ge^enbeit »el^tetn ju jeigen, ba% t>ai Slufflnben »on 
Slnflöfnngen ni^t, toie man^e meinen, änt 6Io^e @a^e 
beS SufattS obet einet eigent^mtiil^en, ni^t jebem ge* 
geBenen ®ef^itflic^feit fei, fonbetn ba§ an^ biefen 
UeBungen Bejlimmte allgemeine JRegeln ju ®runbe 
liegen. 3)a§ i^ Bei biefet neuen 9(uflage bie ®cfa^* 
tnngen, toel^e i^ todl^tenb beS Untetti^tS in biefem 
Sa^e gemalt l^atte, mit ®etDijfen^af^igfeit Benäht l^aBe, 
»etflel^t M tool^I öon felBfl. 
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aWöge nun biefe S^rift baju I6etttagen, baS @tu* 
bium bet 3»at^emat(f gn fdtbetn unb jn beleben. 3^ 
tofirbe bartn ben öoHen !&ol^n flnben für e{n (StteBen, 
bem i(i^ ben größten Zfftil eineS fünfjlgjdl^rigen Seigrer«* 
Berufes unb ben für m{^ genu^rel^flen %fftil meiner 
f^rfftfletterff^en Jt^ttgfeit gewfbmet ffaU. . 
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lleaer bte 9lüim mh Btx Me ^eile einer 

%tfgaae* 



§.1. 

!Cie Statu« bet Sfuftfobe. 

!Z)ie ®ft^e ber eSenen @(eometrie gerfaHen in iwei $au9t^ 
flaffen, in £e^rfä^e nnb Aufgaben. !I>ie erfteren fpre^en 
eine allgemeine geontetvifc^e SBa^r^eit an», inbem fte ertlären; 
ia%, wenn eine Sianmgröge irgenb eine Doraudgefe^te — natüx^ 
lid^ auö frfl^ern ©äften ate möglid^ erlannte — ffiigenfd^aft 
ffobe, ober wenn mehrere fold^er (Sigenfd^aften bei i^r ate gu« ' 
fammentreffenb üotauÄgefe|t werben, ober enblii^ wenn mehrere 
Stauntgrögen ooraudgefegte SBejie^nngen jn einanber ^aben, mit 
^lot^toenbigfeit anbere (Sigenfd^aften ober {Bedienungen baraud 
folgen. 

^ie Aufgaben bagegen verlangen, bag irgenb eine iRaum^ 
gröge gebilbet, lonftruirt werben foQe, weld^e gegebene @igen^ 
ft^aften ^abe, ober ba| mel^rere »laumgröfeen lonftruirt werben, 
meldte in verlangten SSe^ie^ungen ju einanber fte^en. fie^rfäge 
tnb Aufgaben ftnb alfo nad^ bem Semerften aunäd^ft ftoffli^ 
90R einanber oerf^ieben, inbem bie Aufgaben bie bilblid^e !Dar« 
ftüutiQ oon SRaumgrögen mit beftimmten (Sigenfd^aften oerlan«» 
len, TOÄ^renb bie Sc^rfäfee bie (gigenfc^aftcn bcftimmter Waum' 
röfeeti audfpred^en. 
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SBcfcntlid^cr aber tft bcr Untcrfd^teb in ber gorm bcr 
ficl)rfägc unb Stufgaben. Qfcber Se^rf ag ift — logifc^ bcjcid^nct 
— cm allgemeiner ©afe, unb jroar entroeber ein aUgemcin ht^ 
jal^enber ober ein aügemein remeincnbcr, in ber bei weitem 
größten Qa\)l t)on gätten baö erftere, ba eö meit wid^tiger ift, 
gu miffen, maiS ein 5)ing ift, als mad e« nid^t ift Wit Se^r^ 
fäfec lönnen alfo unter eine ber beiben folgenben formen bei^ 
«uöbrucfi^ gebracht werben: 1) «Oc A fmb B, 2) alle A ftnb 
nid^t B; b* ^. allen benjcnigen SRaumgröfeen, meieren bie mit 
A bejeid^neten SWerfmale ober öigenfd^aften gufommen, muffen 
aud^ bie mit B bejeid^neten aWerlmale ober ©igenfd^aften im 
erften gaöe jugefprod^en, im jweiten abgefprod^en werben. Die 
fpradjlic^e StuSbrudti^weife ftimmt aUerbingd nid^t immer mit 
ber ^ier begeic^neten logifd^en gufammen; namentlid^ fann jeber 
allgemeine @a| aud^ ate bebingter (^gpotl^etifd^er) auiSgefprod^en 
werben, inbem gefagt wirb: wenn einem S)inge ba« ÜÄerfmal 
A gutommt, fo mu^ i^m aud^ baiS SRerfmal B gugefproc^en 
ober abgefprod^en werben. 'Da^er rü^rt t& anä), ba| fo oie(e 
Se^rfäge in ber t^orm von bebingten ober ^t|poti)etif^en ©ä^en 
aüiSgebrädtt werben. 

5)ie gorm ber ?lufgabc bagegen befte^t barin, ba| au«^ 
gefprod^en wirb, e« foH eine SlaumgröSe, eine gigur lonftruirt 
werben, weld^e beftimmte, auöbrüdEIid^ rerlangte (gigenfd^aften 
l^abe. 35a biefe Sigenfd^aften, wie ftd^ üon felbft »erfte^t, geo* 
metrifd^e ftnb, alfo in beftimmten ®rö|en üon Sinien, ©in* 
fein, tJIäd^en u. f. w. ober in beftimmter gegenfeitiger Sage 
t)Ott Sinien, ober enblid^ in beftimmter gorm ber gigur, alfo 
in beftimmtem SSerl^ältniffe gcwiffer ©röfeen gu einanber 
beftcjl^en, fo l^eifet ba« SSerlangen: eine gigur mit beftimmten 
©igcttfd^i^ften gu lonftruiren, fo t)iel ate: eine fjigur gu Ion* 
ftruiren , gu beren ftonftruftion beftimmte SSebingungen gegeben 
pnb, inbem biefe JBebingungen entweber ßinien, (ffiinfel, ^l&^ 
d6en 2C.) fein werben, ron gegebener @rö|e, ober t)on gegc* 
bener Sage, b. f). paraQel gegebenen fiinien, fo bagSl^eile ber 
gigur auf gegebene fiinien faKen, unb %e^vlxä)z&, ober enblid^ 
ron gegebenem SerJ^ältnig. SJa^er ift im Allgemeinen bie 
gorm, in weld^er jebe Aufgabe auSgefprod^en wirb, folgenbe: 
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c« fott eine gigur fonftruirt tucrbcn, §u bereu ffonftruftion bie 
SBebingungen A, ß, C, u. f* ro. gegeben fmb, ober, roai? einerlei 
ift, welche bie mit A, B, C u* f. w. bcjetc!^neten ÜÄerlmalc 
ober eigenfd^aften ^abe. 5)ic biötierige SJarftellung jeigt ju* 
gleid^, ba§ jroifd^en Se^rfä^en unb aufgaben ber Unterf^ieb 
m bergorm ein wefeutlic^erer \% ate ber im Stoffe, inbem e« 
oiele <Stoffe gibt, meiere ebeufo gut ate Se^rfäge wie ald 9uf« 
gaben au^gefprod^en n^erben tonnen* ®tatt nemlic^ ben fie^r« 
fa$ auSjufpre(^en: "äüt A ftnb B, fann ani^ bie aufgäbe ge» 
geben werben, eine Sigur ju lonftruiren, weld^e bie mit B be» 
jeid^neten ©igeufd^aften ^abe; bie Äupfung heftest nun barin, 
ba^ man eine gigur fonftruirt, meldte bie mit A bezeichneten 
(Sigenfd^aften t)at, worauf ber SSemeiiS nad^meidt, bag baburd^ 
auc^ bie mit B bcjeidineten Sigenfc^aften üor^anben feien. (S« 
ift baburd^ ber Se^rfag: Stile A finb B, in eine aufgäbe oer* 
wanbelt roorben. Sluf älinhd^e SBeife fann umgefel^rt eine Auf» 
gäbe in einen Sef|rfa| umgemanbelt werben. . 

einige JBcifpiele werben ba« S3et)auptete beutlid^er mad^en. 
SBir wäl^Ien abfic^tlic^ guerft einen ber befannteften Seljrfäß^, 
ben pt)tl^agorifd^en Se^rfa^, weld^er Reifet: ^n jebem xt6)t* 
winfligen ^Dreiedte ift baiS Ouabrat be^c ^tipotenufe 
gleid^ ber ©umme ber Ouabrate beiber ^atl^eten. 
Änftatt bieferi Sel^rfa^ aufjufteüen, fönnte man auc^ bie Auf* 
gäbe geben: (Sin Duabrat ju fonftruiren, welche» 
gleid^ ber ©umme jweier gegebener Duabrate ift. 
35ie Äuflöfung würbe bann Reißen: ßonftruire ein red^t* 
winflige^ 35rciedE, bcffen beibe Satl^eten gleid^ ben 
©eiten ber gegebenen Duabrate finb, fo ift bie 
|)gpotenufe bief ei^IDreiedEiJ gleid^ ber®cite be« ge«« 
fud^ten Quabrati^. Der SBeweii5 wäre l^ierauf ber nemlid^e, 
wie er für ben pt)t^agorifd^en Se^rfa^ felbft geführt wirb. 

ein anbere« SSeifpiel ift folgenbej^: ^n oielen Aufgaben* 
fammlungen finbet fid^ bie aufgäbe, ein rec^twinfligei5 
Dreied ju fonftruiren, beffen |)gpotenufe gegeben 
ift, unb bei welchem eine StaX\)ttt bem nid^t anlie^ 
genben ©egmente ber ^tipotenufe gleich werben 
foll 
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2)ie 9[uf(9fttng i{t folgenbe: 

aßad^e AB qltxi) ber gege« 
betten ^^potettuf e, f d^tteibe AB 
itt C ftetig proportiotitrt, b. 1^. 
fo, bag AB: AC: CB ift, be* 
fd^reibe über AB ald ^\xx^^ 
mcffer citiett ^albltet«, uttb 
errid^te auf AB itt C einett ^erpenbifel, tveld^er bett ^albfreiiS 
itt D treffe, ik^t etiblid^ AD «tib BD, fo ift ADB ba« ge^ 
fud^te Dreiedf* 

85ett)ei«: ®a ADB ffiitilel itit ^albfrcife ift, fo ift 
A ABD rcd^tiüitilKg; folglid^ ba DC ber Don ber ©pifte be« 
red^tett SßittfeIjS auf bie ^^potettufe gefällte ^erpettbifel ift, fo 
ifl BD« = AB . CB • ÜDa ttuti aber ttad^ ber Äotiftrultioti 
AB: AC: CB ip, fo ift aud^ AC« = AB . CB; ttiit^iit ifl 
BD« = AC«, atfo auc§ BD = AC. 

®tatt biefer Aufgabe nutt lönttte aud^ folgettber Se^rfa| 
audgefprod^en toerbeti: ffiettti itt eittetn red^ttoitilligeti 
©reiedte ABD ber tjott ber ©pifte D be« red^tett 
SD8infeI« auf bie ^gpotenufe AB gefällte ?ßerpeit* 
bifel DC bie ^gpotettuf e in C ftetig proportionirt 
t^eilt (b. 5. fo t^cilt, bag AB : AC : CB ift), fo ift 
bie fteinere ftatl^ete BD gleid^ bem größeren ber 
Ratf^tU nic^t anliegenben ©egmente AC ber ^9« 
p 1 enu f e* Der Sewei« ift berfelbe wie oben: AC« = AB . CB; 
aber aud^ BD« = AB . CB; alfo BD« = AC«, unb 
ba^er BD == AC. 

(£& befte^t ba^er ber wefentlid^ere Unterfd^ieb gwifd^en 
Sel^rfÄfeen unb Aufgaben nid^t im ©toffe, fonbern in ber tJorm, 
unb wenn gleid^ atterbingd bie Statur bed ©toffei^ bad einemal 
mel^r jum «udbrudEe in einem Se^rfafte, ba« anberemal me^r 
jur Aufgabe ftd^ eignet, fo gibt t§ bod^ häufige 5ätte,.in wtU 
d)tn beibe DarfteOungdmeif en gleid^e 93ered^tigung l^aben. (Sinen 
fold^en t^aU möd^te gerabe bad le^te S3eifpiel geigen. 
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SSon ben ^auptheftanbt^eüen einet Slufgobe« 

lieber geontetrifdjc Se^tfa^ ift ber Sui^bntcf einet 
aOgemeinen Sßal^rl^eit. !Ca nun aber ein @a^ baburd^ hUa, 
bag er auiSgefprod^en n^irb, noc^ nid^t n^ol^r ift; fo bebarf er, um 
von und für xoaf)x erfannt ju werben, einer Segrünbung, ober 
eineiS fBtxotiU^f unb jeber voUftänbig auiSgefü^rte £e^rfat} 
befielet fomit aM itoti S:^eilen, aud bent Sel^rfa^e unb bem Se» 
weife» ©ie 85cgrilnbung aber ift, wie |t^ üon felbft üerfte^t, 
nur bann eine genägenbe, wenn ber Seweid rid^tig ift, b. 1^. 
wenn er fowo^I materieD al8 formell ol^ne f^l^Ier ift %üx bie 
Se^rfäge, weld^e eine pofttioe Sßa^rl^eit enthalten ober )U ber 
f^orm allgemein bejal^enber ®a^e*) gepren, gibt ed jwei gfor« 
men oon 99eweifen, ben birelten unb ben inbireften SBeweid. 
^ie materielle unb formeQe Siid^tigfeit bed erftern beftel^t barin, 
bag na(i^gewiefen wirb, bie im Sel^rfa^e auiSgefpro(i^ene SBe^ 
l^auptung folge avL^ fd^on erfanntenSßal^r^eiten na^ 
ben not^wenbigen unb angeborenen ®efe^en beS 
teufend, bie bed legtem aber barin, bag gegeigt wirb, bie 
9nna]^me, bie 93e^auptung fei unwal^r, würbe nad^ ben 
notl^wenbigen @ef egen bedS)enf end auf^olgerungen 
fül^ren, weld^e mit fd^on erfannten föa^rl^eiten in 
birettem SBiberfprud^e fte^en. 

©ie Aufgabe bogegen oerlangt bie Darftellung einer 
f^igur, weld^e gegebene S3 ebingungen erfüQe, unb ber ®ag, wel» 
d^er biefed 93erlangen audfprid^t, l^eigt bie Xufgabe im en« 
gern ®inne unb ift fomit ber erfte S:^eil aDed bef[en, waiS 
ju einer oottftänbigen Hufgabe mitfiöfung gehört. S)araui$ er<i 
gibt fid^ gunfid^ft ato jweiter Z^tü ber Aufgabe bie 9>2ad^wei:^ 
fung, auf weld^e S93eife eine fold^e gigur bargefteQt werbe, bie 



*) l!)it allgemem k>ernemenben @&^e übergel^en tt>ir l^ter, ba jte in ber 
Söiffenfd^aft au« bem in J. 1 begeld^netcn ©runbe if^x feiten t>orfom* 
nten, unb ba tt>ir überl^au))t ben Sel^tfa^ nur ettoad näl^er betrad^tem 
infofcm er eine parallele jur Aufgabe bilbet. 
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fogcnonntc Äonftrultion. SRuti Bcbarf c8 aber cBcnfo wie 
bei bem Se^rfa|e ber rotffcnfd^aftlid^cn SSegrünbung, ba§ i\xx6) 
bic ftonftrulttott roirflic^ bic in ber «ufgabc auögcfprod^enen 
gorbcrungcn erfüllt werben; folglid^ crfd^eint ate britter kfjtxl 
ber Änfgabe ber 85en)eiö, weldEjcr au^ ©rünben, beten nähere 
(Sntroidlung einer anbern ©iffenfd^aft, ber Sogü, aufornrnt, bei« 
na^e bnrci^ttjcg ein birelter fein wirb* Snblid^ verlangt in 
üielen gftllen bie SSoKftänbigleit für bic Aufgabe nod^ einen 
üicrten SBcftanbtl^eil. Äug Äonftruftion nemlid^ unb SBeroeiS 
ergibt ftd^ nidEjt feiten, bafe bie Sebingungen jur Söfung einer 
Aufgabe ni^t in aKen ^äOen fo §uf ammenftimmcn , ba§ bic 
verlangte gigur wirflici^ lonftruirt werben fann. ©o j* 95. 
lann ein SJreiecf aüerbingö fonftruirt werben, wenn bie brei 
Seiten beffclben ober eine ©eitc unb jwei SBinfel gegeben ftnb. 
Aber au« befannten geometrifd^cn ®ä|en Mnnen bie brei ©ettcn 
nid^t von wiBfürlic^er ©röge fein, fonbern e« mu§ bie ©ummc 
t)on je jweicn berfclben immer größer fein afe bie britte; ebenfo 
muß im jweiten fjaüc bie ©ummc ber beiben gegebenen SEBinfel 
Heiner fein ate 180®, wenn ein ©reieci möglid^ fein foH, ®ie 
angäbe nun, in weldiem SScr^ältniffe je eine ber gegebenen 93e* 
bingungen ju ben übrigen fte^cn muffe, bamit biefiöfung mög* 
lid^ fei, bilbet ben rierten |)auptbeftanbt^eil einer tjoflftcinbigen 
Aufgabe, unb iieißt Determination. 



SSvn bet ^nf^äbe im cn^etn ®tnne. 

Die aufgäbe im engem ©inne ^at wieber jwei ^auptbe* 
ftanbt^etle, fte fprid^t erfteuiJ aui^, wai^ lonftruirt werben foH, 
unb gibt jweiten« bie SBebingungen an, unter benen ba« ®^ 
fud^te gefunben werben fott, wobei eg ftd^ junäd^ft ron felbft 
t)erftel^t unb ba^er faum bemerft jU werben brandet, ba§ bie 
gegebenen SBebingungen unb baö ©ejud^te fo im 3«fttmmcnl&ang 
jU einanber fielen muffen, baß ba« ©efud^te wirflid^ eine golge 
bcg ®egebcnetttift, unb ba^er aud^ aw^ x^m wirflid^ abgeleitet 
werben lann. 
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Sor SQem ift l^ier auf bie eigentpmltd^e fprai^Hd^e f^tm 
aufmctffam gu mo^cn, in xodäfex bic Aufgabe aui^gcfprod^en 
wirb. (£« ift bic fjorm bciS ^fwf^^it^^- ^i« Dreicd §u fott* 
jiruircn, lücIc^ciS u. f. id., einen Ärci« ju befd^reibcn, roeld^cr 
11 f. ro. Diefc fonft fcltene ©a^bilbung, bei weld^er bcr ben 
9[nfittitio tegierenbc ^au^)tfafe fe^lt, ift natürlich elliptifd^, unb 
forbcrt atö ffirgäujung ben SSorberfafe: eg ift bie Aufgabe ge» 
geben, eö wirb ©erlangt, ober ä^nlid^e«. 

3)ie Aufgaben felbft jerf allen in jwei ^auptllaffcn, in be^ 
flimmte unb unbeftimmte. ffiinc Aufgabe Ijei^t beftimmt, 
wenn eine befd^ränfle, enblid^c, burd^ bie Sonftruftion^ genau 
ju bejiimmenbe Änja^l Don Äuflöfungen ntöglid^ ift, b. f). menn 
eine befd^ränlte unb enblid^e Äujal^I ton gifl^ten fonftruirt 
löcrbett fann, weld^c ber Aufgabe genügen, unb nad^ gorm ober 
@rö^e ober nac^ bciben oon einanber uerfd^icben ftnb; unbe* 
jlimmt bagegen, wenn jur Söfung ber Aufgabe uncnblid^ oiele 
üott einanber nad^ gorm ober ©röfec ober nad^ beiben oerfd^ie* 
bene f^guren gcfunbcn werben lönnen. Die Aufgabe j. 85^ 
auf einer gegebenen begrengten geraben Sinie dte ©runblinie 
ein gleid^fd^enflige« ober auf i^r afö |)t|potenufe ein red^troinl'« 
lige« ©reiedE ju lonftruiren, ift eine unbeftimmte, meil in 
beiben f^äOen unenbli^ oiele gleid^fd^enftige ober red^tminllige 
J)reiedte fonftruirt werben fönnen, weld^e bie gegebene gerabe 
Sinie jur SBaft« ober jur ^ppotenufe ^abcn, unb fomo^l nad^ 
^oxm afe aud^ nad^ ®rö§e oon einanber üerfd^ieben fmb, b. f). 
einanber weber fil^nlid^ nod^ gleid^ pnb; bagegen ift bie Auf* 
gäbe, auf einer gegebenen geraben Sinie ate ©runblinie ein 
gleid^fd^cnfUgeö unb red^tminflige« DreiedE ju !onftruiren, eine 
bcftimmte, inbem fämmtlid^e gleid^jd^enflige unb jugleid^ 
tcd^tminfltd^e ©reiedfe, bereu ©runblinien bie gegebene ®rö§e 
^aben, einanber !ongruent, b. ^. fomo^l ber ^Jorm a\2 anö) ber 
@röge nad^ einanber gleich finb, unb nur etma nad^ ber Sage 
oon einanber unterfd^ieben fein fönnen. (Sbcnfo ift bie auf* 
gäbe, ein gleid^fd^enlligei^ S)reie(f ju fonftruiren, oon meld^em 
ba« aSerl^ältni^ ber ©runblinie jur $ö^e gegeben ift, eine un* 
beftimmte, ba nad^ ber gegebenen Sebingung micber unenb- 
lid^ Diele 5DreiedEe fonftruirt mcrben fönnen, meldte graar fämmtlid^ 
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ber f^omt nad^ einanber gleid^, b« 1^. einanber ä^nlid^, aber ttt 
bcr @rö§e t)on einanber üerfd^ieben ftnb. ffinblid^ ift bic auf* 
gäbe, ein S)reied ju fonftruiren^ t)on n^elc^em bie ®mnbKnie 
unb ^ö^e gegeben finb, unbeftimntt, weil wieber unenbli^ 
Diele iDreiede möglich ftnb, weld^e jmar in biefem f^aQe ber 
®röge nad^ glei^, aber ber f^orm nad^ ron einanber Der jd^ieben 
ober einanber nid^t äl^nlid^ ftnb. 

föenn bisweilen ber Segriff ber beftimmten 8[ufgabe fo 
feftgefteOt wirb, bag barunter nur fpld^e Aufgaben üerftanben 
werben, für weld^e nur eine einjige 9[uf(öfung ntögli(| ift, ober, 
wad einerlei ift, bei weld^er fftmnttli^e jur £öfung bienenbe 
Sfiguren, fowol^I nad^ f^orm ate aud^ nad^ @röge gleid^, alfo 
longruent unb nur nad^ ber Sage twn einanber oer jd^ieben finb^ 
fo ift bie§ nid^t ganj rid^tig. S3ie in ber SIgebra nur eine 
beftintntte ®Ieid^ung beiS erften @rabed eine einzige Huftöfung 
l^at, jebe beftimmte ®Ieid^ung be« jweiten, britten, oierten 2C. 
überl^aupt bed nten ®xait& aber 2, 3, 4 2C. fiberl^aupt n^tuf* 
löfungen ober Sßurjeln l^at, ol^ne ba§ fte baburd^ aufhört eine 
beftimmte @Ieic^ung }u fein, fo ift bieg aud^ in ber Geometrie 
ber ^aU. (Sine Aufgabe f^bvt nid^t auf, eine beftimmte ju fein, 
aud^ wenn il^re fiöfung burd^ mel^rere nad^ gorm unb ®röge 
oon einanber oerf d^iebene f^iguren gef d^iel^t, f obalb nur bie So^^^ 
biefer gfiguren eine enblid^e ift S)ie 3(ufgabe a« S« ein S)reiedE 

JE }u fonftruiren, oon wel* 
d^em 3wei ©eiten unb 
ber einer biefer ®eiten 
gegenfiberliegenbe Sßin^ 
fei gegeben finb, ift eine 
beftimmte Aufgabe, unb 
-jf gibt bod^ jwei nid^t* 

fongruente Dreiedte. S)enn t» feien j. 9- AB, CD bie beiben 
gegebenen ©eiten, unb a ber CD gegenfiberliegenbe ©inlel, fo 
lege an AB in A einen SSinfel BAE = a an, unb befd^reibe 
oon B oi» SDHttelpunft mit CD al8 |)albmef[er einen JtreiiS* 
bogen, ber AE in F ober P trifft; jie^e enblid^ BF ober BF', 
fo ift fowol^I A ABF ald aud^ A ABF' ba« oerlangte, weil 
fowo^I im erften ©reiedte AB = AB, BF = CD unb ber gegen* 
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übctiicgcttbc ffiinfd BAF = a, afe au^ im jiocitcn AB = AB, 
BF = CD unb BAF' = a ift. S)ic algcbroifc^ »c^anblung 
ber 9ufga6e toitrbe aud^ mtflid^ auf eine beftimntte ®leid^ung 
bcjJ jweiten ®rabe« führen. 

©ie aufgäbe einen ftrei« ju befd^reiben , wcld^cr brci ge* 
gebene Greife berührt, l^at a(|t fiöfungen, b. 1^« eiS gibt ad^t t)on 
einonber ©erfd^iiebene »reife, roeld^e ben fjorberungen ber Auf- 
gabe genügen , unb bentungead^tet gel^ört fte ju ben beftintmten 
Aufgaben, n)eil aud ber Statur ber Stufgabe felbft ^eraud bie 
3al^I ber Söfungen ald eine enblid^e ftd^ ergibt, xoxz aud^ bie 
algebraifd^e Sfifung auf eine (in quabratifd^e ©leid^ungen jer« 
fäQbare) @Ieid^ung t)om 8ten @rabe fü^t. Sejeid^nen mir 
nemlid^ bie brei gegebenen Äreife mit A, B, C, fo lann bei 
jebem biefer Äreife entmeber eine äußere. ober eine innere ©e* 
rfil^rung ftattfinben. SBejeic^nen mir bemgemäg bie ftugere Se» 
riil^rung beiS gefud^ten Jtreifed mit bem ftreife A burc^ Aa, bie 
innere bur(^ Ai (wobei ej5 für ben Ie|tcn fJaD einerlei bleibt, 
ob ber Ärei« A ober ber gefud^te ftrei« ber oon bem anbern 
cingefd^lojfene ijt), unb ebenfo für bie ftreife B unb C bie beibcn 
Arten oon Serfi^rungen bejie^ungdmeife burd^ Ba, Bi, Ca, Ci, 
fo finben folgenbe ad^t fjälle ftatt, burd^ meldte aber bie über* 
l^aupt mdglid^en »ombinaKonen ooDftänbig erfd^öpft ftnb. 

1) Aa, Ba, Ca, b. 1^. ber gefud^te »rei« berührt alle brei 

Äreife oon ÄuBen, 

2) Aa, Ba, Ci, b. l^* er berül^rt bie beiben erften »reife 

oon %Vi%zn, ben britten oon Qnnen, 

3) Aa, Bi, Ca. 

4) Ai, Ba, Ca, 

5) Aa, Bi, Ci. 

6) Ai, Ba, Ci. 

7) Ai, Bi, Ca. 

8) Ai, Bi, Ci. 

(Sine Aufgabe ift alfo eine beftimmte, menn biejui^rer 
Söfung lonftruirbaren f^iguren entmeber fämmtlid^ nad^ ^orm 
unb @röge einanber gleid^, alfo fongruent, unb nur nad^ ber Sage 
twn einanber oerfc^ieben finb, ober menn gmar mel^rere nac^ f^orm 
unb @rS|e oon einanber oerfd^iebene f^igurenber Aufgabe Genüge 
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leiftcn, wetm aber bic Änjol^I bicfer Dcrfd^icbcncn fjtgurcn eine 
enbUc^e, bei bcr Söfung fclbft ju bcpimmenbc ift 

fragen roir nun weiter, wann eine geometrifc^c Aufgabe 
beftimmt, unb wann fic unbeftimmt fei, fo jeigt ftd^ au^ l^icr 
eine intereffantc ^araMe 5TOifd^en bcn geometrifd^en unb bcn 
algebraifdien «ufgoben* SBic in ber älgebra eine Aufgabe 
bann beftimmt ift, wenn ju ifjrer Söfung fo mele ron einanber 
unabhängige ©leid^ungcn gegeben finb, afö unbefannte ©rößcn 
gefud^t werben, biefelbe Aufgabe aber jur unbeftimmten wirb, 
fobalb bie Qa^l bcr ®Iei(ä^ungcn Heiner wirb afe bie QoiH ber ' 
unbefannten ©rö^en, fo ftnbet ein gauj analogeiS S5er^ältni§ 
bei ben geometrifd^en Aufgaben ftatt. $Jebe gignr erforbert ju 
i^rer Äonftruftion eine beftimmte «ujal^I ron SBebingungen, um 
felbft afe üoBfommcn beftimmt gelten §u lönnen, unb fobalb 
bie Qaf)l »on SBcbingungen Heiner ift, lägt bic aufgäbe unenb* 
lid^ riele fiöfungen gu, ober fic mirb unbeftimmt. ©iS ift von 
SBid^tigfeit, fid^ eine Ucbcrfid^t über bie änjal)I ton SJebingun«' 
gen ju rerfd^affen, unter meldten bie ^auptHaffen wn «uf* 
gaben mirHid^ afö beftimmt bctrad^tet merben fönnen. 2)ai5 
golgenbe foH baljcr eine Sttf^^^^^^fteHung ber für iebe ^awfU 
flaffc ron aufgaben erforberlid^en änjal^l üon JBebingungen 
geben. 3)a§ babei nur bie ^anptflaffen von aufgaben bcrüdf«^ 
fid^tigt werben lönnen, liegt in bcr Sßatur bcr ®ad^c, ba bie 
^cil^I aQer möglichen Aufgaben uncnblid^ gro§ ift, unb babei 
bie üBcrfd^icbcnl^cit unter i^nen ron bcr Art, ba| unmöglid^ attc 
ol^ne au^nal^mcn nur in wenige Älaffcn aufammcngeftcBt wer* 
bcn fönnten. 

5)ic meiften Aufgaben laffen fid^ auf bic Scftimmung ron 
35ieIcdEen (biefci5 ©ort im weitern ©inne genommen, alfo ba« 
5)reicdE mit einbegriffen) unb ron Sreifen jurüdEfü^ren. 3)ic§ 
gilt fclbft oft ooft aufgaben, weld^c nid^t unjnittelbar fo aus* 
gebrüdft fmb, unb fd^cinbar etwaig gang anbcrcj^ücrlangcn; j.SB. 
bic Aufgabe : burd^ einen gegebenen ?ßunft gwifd^en ben ©d^cn^ 
Idn cinciS ffiinfcfö eine gerabc Sinic fo ju jicl|cn, ba§ fic oon 
bcn ©d^enleln gwei ©tüdfc abfd^neibe, weld^e ein gegebene« SBcr* 
]^ältnij3 ^aben, ift glcid^bebcutenb mit ber aufgäbe: ein ÜDrctcd 
JU lonftruircn, ron welkem gegeben fmb ein ©infcl, ba« »er»' 
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^ältnife bcr i^n einfd^Iic^cnbcn ©citcti, unb ein ^nft jroifd^cn 
bcn ©d^cnfcln bc« ffiinfcl«, burd^ weisen bic ©cgcnfcitc gc^cn 
foü. ©bcufo ift bic aufgäbe, ein 
Dreied ABC burd§ ^araflclen mit 
einer ©eite BC beffelbcn in 3 glcid^e 
2:i^eUe ju tl^eilen, gleid|bebeutenb mit 
bcr anbern : ein 5)reie(! ju lonftruiren, 
von rocl^em jmci ©inlel unb ber 
t^Iäd^cninl^alt gegeben ftnb; benn 
menn bic parallelen DE, FG pnb, 
fo ift A ADE cv> A ABC unb = Vs A ABC, ebenfo A 
AFG cv> A ABC unb = «/s A ABC, alfo ift oon jebem 
bicfcr 5Drctc(fe ber gl8d^cnin^alt fomie bic®inlel belannt. S5ic 
Aufgaben: einen ?ßunft gu finben, ber non brei gegebenen 
fünften ober von brei gegebenen geraben fiinten, ober oon jroei 
fünften unb einer geraben ßinic 2C. glcid^roeit entfernt ift, faden 
auf gleid^e Seife gufammen mit ben Aufgaben: einen jhreid gu 
befd^reiben , bcr burd^ brei gegebene $un!tc gcl^t, ober ber brei 
gegebene gcrabc Sinien berührt, ober ber burc^ gmet gegebene 
fünfte ge^t unb eine gcrabc fiinie berührt zc, benn bcr SRittcI* 
punft befi burd^ bic Ic^tcrc Slufgabenrcil^e beftimmten ftreifc« ift 
bcr in bcr erftcn SRci^e geforbertc ^unlt. 

Setrad^ten wir nun bic für bic SSicIcd c unb bcn ftreid gur 
oonftänbigen JBeftimmung crforbcrlid^en JBcbingungen genauer, 
unb ivoax: 

1) 2)a« 2)reiecf* 

Sic ebene ©cometrie geigt, bag oon ben fed^i» ©tüden, 
auiS toeld^cn ein a)rcie(I befte^t, nur brei gegeben fein bürfen, 
um bad S)reie(! DoOftänbig gu beftimmen. S)enn nad^ ben 
®ä|cn über bic Äongmeng ber 3)rciede ftnb groei üDreiedEc lon^ 
gruent, menn entroeber bic brei ©citen ober gmci ©eiten unb 
ber cingefd^foffenc SBinlel ober eine ©cite unb groei glcid^Hc* 
gcnbc Sßintel in beiben S)reiedCen einanber gleidi finb. S)iefc 
f^nbamentalffi|c über bic ftongrueng bcr S)rciedEc f önnten nod^ 
burd^ eine ungöl^ligc SRcngc anberer ©ä^e ocrmcl^rt roerben, 
wenn ftatt ber unmittelbar gum a)reiedfc gehörigen eingcinen 
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®tll(!c anbcrc im ober om Drcicde gesogene gerabe ßinien ober 
©ummen ober Differenzen folc^er Sinien ate gleid^ gegeben 
n^ären ; wie j« fß* bie S(npnge gu meinem Sel^rbud^e ber ebenen 
Geometrie beifpietemeife folgenbe Songmenifä|e enthalten: 

a. 3wei SJreiede fmb fongruent, menn gmei ffiinfet nnb 
ber Umfang bei^ einen gleid^ ftnb ben entfpred^enben ®tMm 
beiS anbern. 

b. Stt^^i ©reiedfe finb longment, mcnn eine Seite ein an^ 
liegenber SBinfcI nnb bie ©umme ber beiben anbern ©eiten be« 
einen gleid^ finb ben entfpred^enben ©tilden be« anbern* 

(«n^ang m I. nnb n. »nd^ 3lx. 12. 13.) 
Xel^nlid^e 5ongrnen3f% tonnen gebilbet werben nnter 
SBei^ie^nng ber ^ö^enperpenbilel^ ber oon ben SBinlelfpifeen 
nad^ ben ^albimngi^pnntten ber @egenfeiten gezogenen Strand- 
Derfalen, ber $albmcffer ber in ba« Dreied ober nm baffelbc 
ober an baffelbe (b. 1^. fo, ba| eine Seite felbft nnb bie SSer»* 
längemngen ber beiben anbern berührt werben) befd^ricbenen 
fireife, ber ^läd^enin^alte, fomie überhaupt aller bentbaren 
Kombinationen oon ®rö|en, weld^e mit «bem ÜDreiede in irgenb 
einer SScrbinbnng ftel^en, 

«Kerbing« gibt e« and^ ^äDe^ ba§ brei ©tilde in jmci 
3)reieden gleid^ finb, ol^ne bag bie ftongmeng ber S>reiede 
barani» gefolgert werben lann. :$d^ meine bamit nid^t fold^e 
93ebingnngen, wie 3. SB. bie, bag bie brei SBinlel bed einen 
gleid^ feien ben brei SBinleln be« anbern, inbem l^ier jwar 
fd^einbar brei ©tüde ate gleid^ gegeben finb, in ber Zfjat 
aber nnr jwei, ba ber britte Sßinlel burd^i bie beiben erften 
ol^nel^in fd^on gegeben ift nad^ bem befannten ®a|e, bag bie 
©umme ber brei SBinlel in jcbem 5Dreiede = 180® ift. 
3fd^ meine wirfUd^ fjfttte, in weld^en brei oon einanber nn* 
abl^ängige SBebingungen gegeben ftnb, ol^ne bag not^wenbig 
ftongmenj erfolgte. (Ein fold^er f^aO ift 3. JB. ber befannte 
fd^on fräl^er berührte, bag in 3wei S^reieden 3wei ©eiten nnb 
ber einer biefer ©eiten gegenttberliegenbe ffiinlel gleid^ finb. 
SBenn oon bem gleid^fd^enlligen !S)reiede ABC bie @mnblime 
AB beliebig verlängert, nnb joon einem beliebigen fünfte D aa» 
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auf ber a^eclängerung eine 

gerabe Sinie DG nai^ ber 

®pt|e bed S>reie(!« ABC 

gejogen loirb, fo etl^ftU man 

2wei Sireiede ADG unb BDG 

bie offenbar nic^t fongruent 

finb, obgleid^ fle bie genannt 

ten JBebingungen l^aben, nem« 

Kd^ CD = CD, CA == CB, unb CDA = CDB, wcld^c lefe* 

tern Sßintel n^irtlid^ ben gleid^en ©eiteu CA unb CB gegenüber 

liegen. 

tJätten wir ferner oon C auf AB ba« ?ßerpenbilcl CE, fo' 
finb bie beiben 5Dreic(!e CAD unb CBD aud^ oon ber «tt, baß 
in il^nen jmei ©eiten unb ba« a^^ britten ©eite gel^örige ^ö^en* 
perpenbifel gleid^ fmb, nämUd^ CD == CD, CA = CB, unb 
CE = CE, o^ne ba^ bie ©reiede longruent fein muffen, fo 
ba§ aud^ bie ebengenannten JBebingungen nid^t notl^menbig auf 
ftongruenj fübren. 

Sn beiben fjäflen jebod^ lägt fid^ aeigen, baß alle !Drei== 
edfe, meldte bie ncmlid^en brei ©tfidEe ^aben (b,^. entmebcr bie 
nemlid^en a^ci ©eiten unb ben einer biefer ©eiten gegenüber* 
liegenben ffiinlel , ober ftatt be« lefttern \>a^ a«^ britten ©eite 
gehörige ^ö^euperpenbifeQ , entmeber bem 5DreiedEc ACD ober 
bcm ©reiedte BCD longruent fein muffen. ®enn l^at man 
irgenb ein ©reiedf FGH, oon F 

weld^em belannt ift, baß FG = 
CD, FH = CA unb FGH 
= CDA ijl, fo läßt fid^ A 
FGH fo auf A ACD legen, 

baß F auf C unb FG in ber «id^tung auf CD fättt; ba^er 
muß G auf D fatten, weil FG = CD ift. 5«un fättt GH in 
ber JRid^tung auf DA, weil FGH = CDA ift, alfo liegt H 
irgenbmo auf DA ober feiner SBcrlängerung. ®a nun F auf C 
liegt, unb FH = CA ift, alfo H ebenfop)eit oon C entfernt ift, 
al» A, f liegt H auf bem oon C ate SDtittelpunIt mit CA afö 
^albmeffer befd^riebenen ^eife; folglid^ liegt H auf bemfDurd^'» 
fd^ttitte ber geraben Sinie DA mit biefem Äreife, alfo entweber 
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in A ober in B, ba ein fltci« unb eine gcrabc Sinie cinanber 
nur in jroei ?ßunften fc^neiben fönnen, alfo ber oon C ald 
SDiittelpunft mit CA aU $)albmcffer befd^riebcnc ffreis bic ge* 
rabe Sinie AD nur nod^ in B fd^neiben fann, aber au6) bort 
f^neiben mu§ , weil CB == CA ift A FGH bedft alfo cnt* 
Weber A ACD ober A BCD, unb ift folglich bcm einen ober* 
bem anbem fongruent. — Sin ä^nlid^er S5eweiÄ ergibt fid^ für 
ben jroeiten fJaH* 

ffienn alfo brei — oon einanber nid^t abjuleitcnbc, fon* 
bem oon einanber unabhängige — SBebingungen gegeben finb, 
fo finb entweber fänimtUd^e ©reiecfc, an roeld^en fic^ biefe JBe* 
bingungen finben, tongruent, ober fie gerfaDen n^enigfteniS in 
eine beftimmte Qa\)l oon @ruppen longmenter S)reiedEe. 

(SS folgt barauS, bag bei ^reiediSaufgaben j[ebe Aufgabe 
afö beftimmt betrad^tet werben fann, fobalb brei oon einanber 
unabhängige SBebingungen gegeben finb* ®enn in biefem 
gaUe pnb alle fonftruirten ©reicdfc entweber nur ber Sage nad^ 
üon einanber oerfd^ieben, aber fämmtlid^ nad^ fjorm unb ©röge 
einanber gleid^ , ober i^ gibt eine enblid^e burc^ bie Äuflöfung 
felbft gu bcftimmcnbe Änga^l oon oerfd^iebenen giguren, weld^c 
ben SBebingungen ©enilge leiften. 

60 ergibt fid^ ferner aus bem SBiS^erigen, ba§ bie befon* 
bem Arten oon Drciedten weniger afe brei SBcbingungen er* 
forbem, @o erforbert: 

*a) baS glei^fd^enllige ©reietf nur jmei Sebin* 
gungen, inbcm eine S5ebingung fd^on barin entsaften ift, ba§ 
baS ©reiedf glei^fd^enflig fein föö, alfo gmei ©eiten bcffelben 
einanber gleid^ werben follen* 

ß) ba« red^twinflige ©reietf bebarf ebenfalls nur 
jwei ScbingungeU; ba fd^on bic ©röge eines SBinfcfe = 
90® als eine SBebingung gegeben ift* 

7) baS gleid^fd^cnflige unb red^twinflige ©rci» 
edE bebarf folglich nur noc^ einer einzigen SBebingung, 
ba burd^ bie Sejeic^nung beffelben als eines gleic^fd^enthgen 
fd^on eine unb burd^ feine )93ejeid^nung als eines rec^twintligen 
eine jweite SSebingung gegeben ift Snbli^ bebarf 



Digitized by VjOOQIC 



lö 

d) bad glei^feitige ^reiec! ebenfalls nur nod^ einer 
einaigen Sebingung, ba fd|on jmei baburc^ gegeben fmb, bag 
bie etfte @eitc jon?ot)l ber ixotxun ate auc^ ber brüten gleid^ 
fein foK, 

2) 2)a« »lerecf- 

3[cbc« aSiercdE Iä§l fid^ bnrd^ eine Diagonale in gwei Drei» 
edfe jerlegen; jcbei^ biefer beiben Dreiede ift ferner nac^ bem 
aSorigen burd^ brei SBebingungen üotHommen beftimmt; mithin 
finb beibe Dreied e gujammen ober baiS ganje iBiered burd^ jec^iS 
S5ebingungcn beftimmt. Da nun aber beibe Dreicdfe eine ®eite 
genietnfdiaf tlid^ l^aben, nemlid^ bie genannte Diagonale beiS SBier« 
td^, fo ift burd^ bie Seftimmung bei? erften DrciedEd fd|on eine 
Seite be« jmeiten gegeben, unb eS bebarf alfo für biefeiJ jmeite 
Dreiedt nur noc^ jmei wettere, alfo für ba« SBieredE im ©angen 
fünf SBebingungen. S5ieredf«aufgaben fmb bal^er beftimmt burd^ 
fünf t)on einanber unabhängige JBebingungen. 

©ie fic^ für bie befonbern Arten oon Dreiedfen bie S<^^I 
ber für bai^ Dreied überhaupt erforberlid^en brei SBebingungen 
auf n^eniger aU brei verringert, fo gilt ^e^nli^eiS au^ für bie 
befonbern arten oon SSiereden; nemlid^ 

a) ba« 2;rapea bebarf nur oier SBebingungen, ba 
in ber Seflimmnng, ba« 35iered foK ein S^rapej fein, fc^on bie 
Sebingung liegt, e« fotten jwei gegenüberliegenbe ©eiten parallel 
fein, fjolglid^ bebarf 

ß) ba« glcid^fcitigc Xrapej, b. ^. ba«j|cnigc Slrapej, 
in welkem bie beiben nid^tparaKelen Seiten einanber gleid^ 
finb (auc^ ÄntipataHelogramm genannt*), nur noc^ brei JBc*= 
bingungen, ba f^on eine ber für ba« S^rapeg überl^aupt er^ 
forberlid^cn SBebingungen in ber Seftimmung liegt, ba^ ba« 
^tapeg gleid^feitig fein foQ. (Sbenfo bebarf 

7) ba« Srei«x)iered, b.l^. ba«ienige SSiered, um mel^e« 
fid^ ein Srei« fo befd^reiben lägt, ba| beffen ?ßerip§crie burd^ 
alle üier ffiinfelfpifecn ^inburc^ gel^t, audj nur üier SSebin* 
gungen, ba nad^ einem betannten @a|e ber ebenen Geometrie 

*) Wlan^t S^atl^ematifer nennen ed aud^ unrid^ttg $ara]Ieltra))e3 , aU 
ob t& {paralleler toäre aU bie übrigen Sro^e^e. 
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bur^ bic SBcjeii^nung: »ftrciaDicrcÄ, bic SJcbingung gegeben ift, 
ba§ bie ©utntne sweicr ©cgetiwinfcl berSumme bciber anberu 
glcid^; ober, wad einerlei ift, bag biefc ©umme = 180<> 
fein foB^ 

d) bod^ataUelogramm t)erlangt no^ bteilEBebing« 
ungen^ inbem 2n)ei SBebtngungen butd^ bie f^orberung gegeben 
ftnb, ba| beibe ^aare t)on ®cgcnfciten an« ^araDelen beftel^en 
foBcn. 35on ben befonbeten arten üon ?ßarattcIogranim erfor^ 
bert bal^er 

£) bad gleid^feitige Parallelogramm nod^ jmei 
JBebingungen, ba in ber SBejeid^nnng be« Parallelogramm« 
ate eineiS gleid^feitigen fd^on eine meitere 99ebingung, aber aud^ 
nnr eine einzige gegeben ift, voznn gleid^ oerlangt ift, bag aQe 
üier ©citen einanber gleid^ fein foHen; benn le|tere« l^ängt nur 
üon ber ©leid^^eit jweier neben einanber liegenber ©eiten ab, 
ba bie gegenüberliegenben ©eiten o^nel^in bei aßen ^araHelo^ 
grammen einanber gleid^ finb« (Sd fprid^t bal^er obige )93ejeid^^ 
nung nnr bie einzige SBebingung an^, ba§ ia^ eine von ben 
beiben (in atten ^Parallelogrammen) gleid^en ©ettcnpaaren bem 
anbern gleid^ fein fott* 

g) baj^ red^tminflige ^Parallelogramm ober ia^ 
aied^ted erforbcrt an« gleid^em ©runbe ebenfaöi^ nurjmeiSe* 
bingnngen, ba bie Scftimmung, ba« Parallelogramm fott 
red^tminflig fein, eine oon ben brei für ba« ^Parallelogramm 
überhaupt erforberlid^en SBebingungen enthält, aber and^ nnr 
eine, weil nad^ befannten ©äfeen ber ffitementargeometrie atte 
2Bin!el eine« ^Parallelogramm« redete fein muffen, fobalb nnr 
ein einziger berfelben ein red^ter ift. 

fj) ba« gleid^feitige unb red^tminllige^arallelo» 
gramm enblid^, ober ba« Clnabrat erforbert nnr nod^ eine 
eingige Sebingnng, ba gmei Sebingungen in ben lEBejei^* 
mtngen be« Parallelogramm« al« eine« gleid^feitigen nnb ol« 
eine« red^tmin!(igen eingefd^loffen finb. 

3) 2)a« »ielecf. 

Um bie Qa^ ber lEBebingungen jn finben, bnrd^ meldte 
eine Aufgabe beftimmt ift, meldte bie ftonftrnftion eine« 93ieledE« 
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Don n ©citcu ober eine« Nedf« perlangt, gelten wir baoon au^, 
ba§ jebej^ NedE bur(ä^ diagonalen in n— 2 Drcierfe ä^rlcgt wer* 
ben fann. SSon bicfen 5Drcic(Ien bebarf nnr \>a^ erftc 3 Sc* 
bingnngen, bic übrigen , alfo n— 3 Dreicdfe bebürfen bagegen 
nur je 2 SBcbingungen , ba für j|ebcj5 bcrfelbcn burd^ bic 5Bc* 
ftimmung be« Dorange^enben fd^on eine JBebingung, nemlid^ bic 
gemeinfd^aftUd^e ©eite, gegeben ift ©ämmtlid^e n— 3 Drei* 
cde bebürfen ba^er 2 (n— 3) = 2 n— 6 SBcbingungen. Da 
nun biefc Qa\)i burd^ bic SBebingungen für \>a& erftc Dreiedf 
fxä) nod() um 3 t)erme^rt, fo ift bic ©cfammtja^t aöer für ein 
Ncd erforberli^ctt SBebingungen 2 n— 6 + 3 = 2ii— 3 S9c* 
bingungen, b* l^. bic Qa^l ber SBebingungen, bur^ wel^e irgenb 
ein aSieledE beftimmt ift, beträgt brei weniger aU biebop* 
pcltc ©citcnja^l bcjS SSieled«. ffienn bicfc ©tüdc un* 
mittelbar ©eiten ober ffiinfel bcjS 5SieIe4i^ fmb, fo ergibt fid^ 
barauig, ba§ lebe« SSieledE beftimmt ift, menn feine fämmtUd^en 
©citen unb SBinfel mit «ujJnal^me oon breien biefer ©tüdfc ge* 
geben finb* 

4) 2)er frei«* 

"Slaä) ben Sd^rfä^cn ber ebenen @eometrte Iä§t ftd^ burd^ 
brei ^unltc, meldte nid^t in gerabcr Sinic liegen, immer ein 
ÄrciiS bcfd^rciben, aber nur ein einjiger. fjolglid^ ift cinßrei«, 
fo balb feine JBcftimmung Don ber ?ßeripl^erie aui^gel^t, burd^ 
brei Sebingungen oollfommcn beftimmt. öf* ^6er ber SKittel* 
punft bcÄftreifc« gegeben, fo bebarf z^ au§er biefer S5ebingung 
nur nod^ einei& einjigen ?ßun!tei8 auf ber ^erip^erie, inbem mit 
bicfem fünfte jugleid^ ber ^albmeffer bcj^ Äreife« gegeben ift. 
SBenn ba^cr bic SBeftimmung bei^ Äreife« t)om SWittelpunftc an^^ 
gc^t, fo bebarf ej^ außer biefer JBebingung nur nod^ einer ein* 
jigcn, alfo für biefen gall im ganjen jmei. 

fficnn im SBiö^erigen bic not^menbigc 8a\)l oon JBebingun* 
gen angegeben ift, unter meldten eine Aufgabe al» beftimmt 
bctrad^tet werben !ann, fo muß jcfet nod^ befonberj^ ^erau^gc 
^obcn werben, baß jur Söfung einer Aufgabe nid^t me^r ate 
bic für jeben befonbern gatl angegebene 3ci^l t)on SBebingungen 
gegeben fein barf, wenn bie Aufgabe wirflic^ unter allen Um* 

2 
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ftänbcn foK gclöft werben fönncn. $at bie Aufgabe mel^r 8c^ 
bingungen ate tiöt^tg fmb, fo l^eigt fte überbeftimmt, unb 
cjg ift ein reiner SuföB/ wenn eine fold^e Aufgabe roirfUd^ fo 
lösbar ift, ba§ bie erhaltene gigur atten Sebingungen cntfprid^t. 
@o ift g. fß. \>a§ recbtwtnilige ^reied nad^ beut Obigen burd^ 
gmei Sebingungen bcftimmt. ©ott ba^er ein red^twinHigeS 
©reied fonftruirt werben, wn welkem beibc ftatl^eten unb bcr 
gu ber ^gpotenufe gcprigc $ö§enperpenbifel gegeben fmb, fo 
finb bie beiben erften SBebingungen üoDfommen genügenb gut 
SBeftintntung bejg ^xtkd^, inbem fämmtlid^e red^twinüige Drei« 
ede, weld^e bie gegebenen Aat^eten l^aben, einanber fongment 
finb* (£« ift bal;er bcr gegebene ^öljenperpenbilel üon ben gc* 
gebcnen Sat^eten fo abljängig, ba§ er oon einer gang beftimm* 
Un ®rö§e fein niu§, wenn baj^ lonftruirte ®reic(f wirHid^ i^n 
foK enthalten fönnen. I)ann ift e« aber öberflttffig, ba§ er 
gegeben ift. ^at er aber irgenb eine anbere ®rö§e, fo ift eS 
nnmöglid^, ein ^xtitd gu fonftruiren, in weld^em fämmtlid^e 
gegebene 93ebingungen oereinigt wären. @d gibt alfo nur ein 
cingigeö aScrI;äItni| ber gegebenen ©tüdc gu einanber, in wcl^ 
d^em obige Aufgabe löiSbar ift, aber unenblic^ oielc SSerl^ältniffc, 
in weld^en fie unlösbar bleibt. Ueberbeftintmte Auf* 
gaben finb folglid^ in ber {Regel aU unlösbar gu 
betrad^ten. 

©nblid^ mu§ nod^ befonber« ]^erou«gel^oben werben, wa« 
fd^on oben angebeutet würbe, ba^ bie gur Söfung einer Suf^ 
gäbe gegebenen Söebingungen oon einanber unabl^ängig 
fein muffen, ©ine JBcbingung nemlid^ ift oon ben anbem bann 
unabhängig, wenn fie nid^t aui^ il^nen abgeleitet werben lann, fon^ 
Dem jebe beliebige — aUerbing« oft, wie bie SBemerlungen über 
bie Determination geigen werben, innerhalb beftimmter ®rengen 
eingefd^loffene — ®rö§e l^aben barf , bie übrigen JBebingungen 
mögen eine ®röße l^aben, wcld^e fie wollen. Die abhängig* 
feit ergibt fid^ oft gang einfad^ aM befannten £e^rfä|en; g. 93. 
oon ben brei äBinfeln eine« Dreied« ift ber brittc oon ben 
beiben übrigen abl^ängig, ba il^rc ©ummc = 180<> ift; ebenfo 
ift in einem red^twinfligen Dreiede bie oon ber ©pifte be8 
redeten SBinfel« nad^ bem .^albirung«punftc bcr ^^potenufe gc; 
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jogcnc S:rani^U€rfa(c uon bev &xS^t ber $i)potcnufe abhängig, 

ba jene bie ^älfte uon btefer fein umg. 9[nf glcid^e 9ct jeigt 

ftd^ bolb , bag Don ben brei SBebingungen, welche jur ftonftruf' 

tton eineiB fDreiedd gegeben ftnb, nemlid^ einer @eite, bem ge* 

gcnüberliegenbcn Sintel unb bem ^Ibmeffer bed nm bad iDrei* 

ed befd^riebenen ftreifed, je eine von ben beiben anbem ab^&ngig 

ifL S)enn bentt man ftd^ mit bem gegebenen ^albmeffer einen 

Stxü» bef^rieben, fo gehört ju bem gegebenen SBinfet, ba er 

^ertp^erieminfel in biefem ftreifc werben mxx^, eine ®egenfeite 

x>m ganj beftimmter ®r6ge, ba biefe nid^tiS anbered ift, ald bie 

in bem gegebenen ftreife jn bem gegebenen Sßinlel ald $eri« 

p^cnmiaM gehörige Q^orbe. 

Oft aber ifl biefe Xbl^öngigteit eine uerftedtere, ba fie auf 

weniger allgemein betannten £e^rfä|en berul^t. ^» werben 

ba^er nid^t feiten Sebingungen ald von einanber unabhängig 

betrachtet, beren Vb^fingigfeit p^ bei näherer Unterfud^ung 

berandfteOt. (£d fei 3. 9. von einem ^reicde gu feiner fton- 

pmftion gegeben ein ©infcl, bie ©nmme ber beiben benfelben 

einfd^ßegenben @eitcn unb bie <Summe ber beiben ju biefen 

©eiten ge^Srigen (b. ff. von ben gegenüberliegenben SBinlcI^ 

fpi|en auf fie gef&nten) f^ö^enperpenbilel, fo wirb wotjl fd|wer^ 

lid^ Sfemanb, ber blod bie gewöbnlid^en Se^rbtt^er ber ebenen 

Geometrie gelefen ^at, bur^ irgenb einen Se^rfa^ an bie W)^ 

^gigfeit ber britten ©ebingung von ben beiben erften erinnert 

werben. Unb \>t>6f finbet eine folc^e ftatt, wie folgcnbe JBc^ 

trad^tung }eigt. 

3n A ABC feien 

von ben S3infelfpi|en 

B unb C auf bie &t^ 

geitffiten AC unb AB 

bie^eq)enbiteIBDunb 

C£ gefftOt. »erlSn^ 

gere AB fiber B l^inaud 

fo nad^ F, bafeßF^ 

AC wirb, unb fälle 

von F auf AC ober 

beffen SSerIftngerung 

2* 
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ben ?ßcrpcnbifcl FG, welcher || BD ift; etiblid^ jic^c BH|| AO, 
fo ift A FBH ^ A ACE, weil BF = AC, FBH = GAE 
unb BHF = AEG = 90^ ift ^a^tx ift FH = CE; ha 
ferner HG = BD, weil BDGH ein ^ßarandogramm .ift, fo ift 
FG = BD + CE. SWun ift aber AF = AB + AC, unb eiS 
ift in bcm bei G rcd^twinffigcn IDreledc AFG t)on ben brei 
©tütfen FAG, AF, FG burd^ jwei berfclben ba« brittc gegeben, 
b. ^, bie ®röge jebe« einjelnen bicfer brei ©tüdfe ift üon ber 
@rögc ber betben übrigen ßb^Sngig; bal^er ift aud^ in bem 
iDreicde ABC bie ©röge jebei5 einjelnen ber brei ©tüdc BAC, 
AB + AC unb BD + CE von ber ©rögc ber betben übrigen 
abhängig.*) Xuf äl^nlid^e SBeife lägt ft^ jeigen, bag bod nem^ 
Ud^e S5erl^ältni| ftattfinbe, wenn bie gegebenen brei ©tüdc eine« 
®reied« ein SBinfel, bie ÜDifferenj ber einfci^Ue|enben ©eiten 
unb bie ÜDifferenj ber baju gehörigen ^ö^enperpenbifel finb, 

fjügen wir nod^ jwei weitere gäfle ^inju. 6« feien jur 
ftonftruftion tint» Dreiedj^ ABC gegeben ba« in ba« Dreied 
faUenbc ©tüd AD ber |)aIbirunggUnie eine« SBinlete BAC, ber 
^ t)on ber ©pifte biefe« ffiinlete 

auf bie ©egenfeite BC gef&Qte 
^erpenbifel AE unb bie S)if* 
ferenj ber SBinfel AGB unb 

ABC an berfelben ©eite BC, 

^ ^ ^ fo ift burc^ AD unb AE ba» 
red^troinflige Dreted ADE oolKfommen beftimmt, mithin an^ 
ber «Binlel DAE. iKun ift aber in A AEC 
ACE + GAE = 900, a\\o ACE + CAD = 90« + DAE; 

ebenfo ift in A ABE 
ABE + BAE = 90% alfo ABE + BÄD = 90« — DAE; 
mithin, wenn bie jweite (Sleid^ung von ber erften abgejogcn 
unb babei berüdfid^tigt wirb, ba§ BAD = CAD ift, 
ACE — ABE = 2 DAK 3)a nun burd^ AD unb AE 
ber SBinfel DAE gegeben ift, fo ift aud^ 2 DAE, b. ^. 
ACE — ABE gegeben, ober bie a)ifferena biefer beiben 
SBinfel ift Dottftänbig von AD unb AE abl^ängig. 

*) OH^e gigur Befommt eine anbete (Sepalt, tt>enn bet Sßinfel BA 
{htm)}f ifl, hit @nttoitfIung aber totrb analog. 
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(S« feien ferner gnr ftonftruftion eine« ^araHelogrammö 
gegeben ber ^täd^entitl^alt^ bie Differenj ber Ouabrate beiber 
Diagonalen unb ein SBinfel, fo wirb bei ber SJerfd^iebenartig* 
feit bei gegebenen 83ebingungen wo^l 5Kiemanb^ ol^ne nähere 
Unterfud^ung aud^ nur a^nen, ba§ eine berfelben oon ben beiben 
anbcrn abhängig fei; unb bod^ ift bie^ ber ^aU, wie folgenbe 
Setrad^tung jetgt 

^n bem ^Parallelogramm 
ABCD, beffen Diagonalen AC 
unb BD fmb; unb mobei AC 
> BD angenommen ^werbe", 
fäHe üott C unb D auf AB^ 
unb feine JBerlängerung bie 
^erpenbifel CE unb DF. 5«utt ift AC« = AB« + BC« 
+ 2 AB . BE, BD« = AB« +AD« — 2 AB • AF, folgli^ba 
BC = AD, unb A BCE ^ A ADF, alfo BE = AF ift, 
AC« — BD« = 4 AB ♦ AF, 

SBcjeid^net man ferner ben fjlfid^enin^alt von ABCD mit f, 
fo ift f = AB . DF; t^ ift ba^er 

f: AC« - BD» = AB . DF : 4 AB /AF = DF : 4 AF; 
ober f : % (AC« — BD«) =-- DF : AF. ©enn ba^er f unb 
AC« - BD«, alfo aud^ % (AC« - BD«) gegeben ift, fo ijl 
aud^ ba« SJer^ältnil von DF : AF gegeben; burd^ biefei& SJer«« 
l^ältnig aber ift ba« red^tminllige DreiedE ADF wenn aud^ ni^t 
uad^ ber ®rö§e, bod^ nad^ ber gorm beftimmt, ba alle red^t* 
wittftigen Dreietfe, meldte ba« gegebene 85erpltni§ ^^ben, ein* 
anber ä^nlid^ werben. @j8 ift fomit bie ®rö§e be« SBinfefö 
DAB abl^ängig t)on bem ^Jläd^eninl^alte unb ber Differenj ber 
Ouabrate ber Diagonalen. 

^aben bie lefeteren Seifpiele iuöbefonbere gejeigt, wie t)er* 
ftedEt oft bie «b^ängigleit einer SBcbingung üon ben übrigen fein 
fann, fo ift jefet no^ barauf l^injuweifen, ba§ in allen fold^en 
fjällen, bei weld^en eine Sebingung von ben übrigen abfängt, 
bie Aufgabe entweber eine unbeflimmte ober eine unmöglid^e ift, 
am l^äuftgften natfirlid^ ba« le|tere. SRe^men wir a« ©• gcrabe 
ben legten f^aH, e« fei bie Aufgabe gegeben, ein ^Parallelogramm 
ju fonftruiren, t)on wcld^em ber glftd^enin^alt, bie Differeuj ber 
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Duabratc beiber Diagonalen nnb ein SBinW gegeben finb, fo 
n^flrben an nnb für [xä) bie 93ebingnngen ber 3^^^^ ^^^ S^^ 
nügen, ba nad^ bem fjrfi^etcn jnr Äonfttuftion eine« ^oraDdo* 
grantntö brci SBebingungcn etforbcrltd^ fmb. Die le^tc SBe* 
bingnng aber- ift von bcn beibcn anbern^ wie nad^geraiefen 
n^ntbe^ abl^ängig; folglid^ fann, menn bie beiben erften 93ebin^ 
gnngen einmal ber ®rö§c nad^ gegeben finb, ber ffiinlel nid^t 
tn^l^r n^iOfflrlic^ genommen merben, fonbem er mu^ eine eben« 
falliS beftimmte ®rö|e ^aben/ @inem einzigen ^aSe alfo, in 
meld^em bie brei gegebenen SBebingungen in einer f^igur ft(^ 
vereinigen laffen^ fte^en nnenblid^ oiele tjätfe gegenüber, in mel* 
d^en biefe iBereinignng unb fomit bie Söfung ber tlufgabe un^ 
möglid^ ift. 

®efe|t nnn aber, e« fänbe anfällig ber erfte gatt ftatt, 
nnb c& fei ber ffiinfel genau üon ber ©röße gegeben , weld^e 
erforbcrlid^ ift, um mit ben beiben anbern Sebingungen 3ufam== 
. meuäuftimmen, fo ftnb bie gegebenen JBebingungen nid^t ate brei, 
fonbem nur aU jmei ju betrad^ten, unb t» laffen fid^ ba^er 
audj unenblid^ üielc ^araKelogramme fonftruiren, meldte ben 
gegebenen JBebingungen @enüge leipen, wie fid^ leidet au« fol- 
genber Setrad^tung ergibt ffi« fei ABCD ein ?ßaraUelogramm, 

meldte« bie ©erlangten (Sigen^ 
fd^aften ^abe, b. ^. beffen 
^läd^eninl^att gleid^ bem ge^ 
gebcnen = f fei, bei bem 
bie ©ifferenj ber Quabratc 
ber Diagonalen AC*— BD« 
M x r B ebenfalls bie gegebene ©röge 

— d» l^abe, unb beffen ffiinfet BAD enbli<^ bem gegebenen 
SBinfel a glei^ fei, fo laffen fid^ nod^ nnenbüd^ mele ^arallelo^ 
gramme fonftruiren, meldte bie nemlid^en brci Sebingungcn er* 
füttcn. aSerlängere 3* SB. AD beliebig nad^ E, jiel^e BE nnb 
burc^ D eine ^arattele mit BE, bi« biefe AB in F trifft; cnb^ 
lid^ l\i\)t burd^ E unb F ^parallelen mit AB unb BC, bi« fl^ 
biefelben in G fd^neiben, fo ift AFGE eine« biefer ^araOclo* 
gramme. Denn jie^e AG, FE, unb fälle non D unb E auf 
AB bie ^erpenbifel DH, EK, fo ift EAF = DAB = «; 
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fwncr ba DF || EB ift, fo ift A DEF ^ ADBF, dfo anä) 
A AEF = A ADB, folglich auc^ 2 A AEF = 2 A ADB, 
b. f). AFGE = ABCD = f. ©nblici^ ift wie oben AC» — 
BD^ = 4 AB • AH unb auf gleid^c Seife AG« — FE« -= 
4 AF . AK 3lm ift aber, weil DF || EB, unb DH || EK 
ift, AB : AF = AE : Ab = AK : AH, alfo AF . AK = 
AB . AH unb ba^er an^ 4 AF . AK = 4 AB . AH b^ ^. 
AG2 _ FE2 = AC» ~ BD« = d^ 

Äel^nlid^e SBetrad^tungen fönncn in qöcu fJäUen angeftettt 
werben, in »eld^en eine 93ebingung von ben anbern abhängig 
ift, unb ed ift fomit baiS ©d^lugrefultat fofgenbeiS: 393 enn bei 
einer Aufgabe jwar bie erforberlidje Sal)l von 
ä3ebingungen gegeben ift, wenn aber eine biefer 
99ebingungen Don ben übrigen abfängt, fo ift bie 
Aufgabe entweber unmöglid^ ober unbeftimmt ^n 
bcr JRcget finbet ber crftere "SaU ftatt 



§.4. 
SSoti bet JSotiflniltiotu 

©er Qvotd berfelben ift, aud ben gegebenen ©tüden burd^ 
^eicä^nung bie gefuc^ten ju finben* ©ie l^ängt auf« genauefte 
mit ber in beut folgenben (jweiten) SBud^e ju unterfud^enben 
geometrif^en analpfiÄ jufammen, weswegen l^ier nur einige 
praftifd^e SBemerfungen über bie Äuöfübrung ber 8ti6)mnQm 
gegeben werben fönnen, wäl^renb bie wiffcnfd^aftlid^en Untere 
fud^ungen mit benen über bie geometrif^e Vnaigftd Derbunben 
werben muffen. 

S3or «Kern ift ber Anfänger barauf aufmerffam ju mad^en, 
bag er ftd^ von Anfang an ftreng baran gewöl^ne, aOe fünfte, 
wie fte burd^ bie Aonftrultion nad^ unb nad^ in ber ^^^^^^9 
gefunben unb feftgefteHt werben, aud^ in berfelben Orbnung 
burd^ 83ttd^ftaben \>t& 9I))]^abebS ju beaeid^nen. SBenn bieg and^ 
an unb für ftd^ etwas ©leid^güItigeiS ju fein fd^eint unb bei 
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gana dn\a^tx ftonftruftion anä) uitwcfcittlid^ fein möd^tc, fo er* 
leid^tcrt t^ \>o6) bic «uffaffung bcj^ ©ang« einer Äonfttuftian 
bei jufammengejegten Figuren bebeutenb unb getoö^rt l^ier 
namentlid^ ben SSort^eil, ba§ bei üerwidelten giguren an^ 
fpäter wiebet eine etwa bem JBctöußtfein entfd^wunbene Äon* 
ftruftion leichter iniJ ©cbäd^tnife jutüdgcrufen wirb, wenn bic 
baju gehörige S^^^^^S ^^^ oorl^aitben ift. ^er bloge 9(n« 
blid bcrjelben vermag auf bicfe ?(rt oft ben ganjcn ©ang, ber 
bei ber Äonftruftion genommen murbc^ baburd^ wicber jum Sc- 
wu^tfein 3U bringen, bag man ben jur Sejeid^nung ber ein^ 
jelnen fünfte bienenben Sud^ftaben in ber Orbnung it» fih 
p^abe« fo folgt; mie bie ?ßunfte felbft in ber Äonftruttion nad^ 
einanber beftimmt mürben. (Darauf aber befonber« aufmerffam 
}U mad^en unb bie tonfequent burd^gefül^rte 9[ngemö^nung bie^^ 
fed®ebraud^d bem ©d^liler gleid^ oon Einfang an ju empfel^Ien, 
fd^eint um fo meniger überpffig, ate felbft mand^e fonft fe^r 
braud^bare mat^ematifd^e ©d^riften ben ermftl^nten $unft auf^ 
faüenb üemad^läffigen* 

ffiai^ nun bie «u8fil^rung ber ftonftruftion felbft betrifft, 
fo fe|t bie ©eometrie nur bie beiben ©runbforberungen oorauiJ, 
man foUe burd^ jmei ^unlte eine gerabe Sinie jie^en unb man 
foOe oon einem gegebenen fünfte ate SRittelpunft mit einem 
gegebenen ^albmeffer einen ftrei« befd^reiben fönnen. ÄHc 
ftonftruftionen muffen ba^er auf biefe beibcn gunbamentatton* 
ftrultionen jurüdffommen, unb ba bie crftere oermittelft bei? 
Sineafe, bie lefetere Dermittelft be« QixM^ praftifd^ auiJgefü^rt 
wirb, fo geftattet bie ftrenge Äonftruftionömetl^obe aud^ nur bie 
Änmenbung biefer beiben ^tiftrumcntc , unb oermirft ben ®e» 
brauch anberer ^ilfi^mittel, 2* SB. bei^ ^aradellineatö, itü fiineate 
jum Sk\)m eine^ ?ßerpenbifel«, bcj^ Xrangportcurg, be« ^al* 
birunggjirfete u. bgt., inbem fie bie «nroenbung biefer lefe^ 
tmi ^nftrumente nid^t me^r ate miffenfd^aftli^e, fonbern nur 
a\& med^anifc^e fionftruttion gelten lägt 3)amit ift aHerbingd 
ttid^t auiJgef d^Ioff en , bag ber ©eübtere, befonberd um bei oet* 
midfelteren ilonftruftionen bie giguren nid^t burd^ attjuoiele 
Sinien unflar ju mad^en, fid^ folc^er Qnftrumente bebiene, unter 
ben SorauÄfeftungen, bag bie miffenfd^aftlid^e ßöfung oon Auf* 
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gaben , beten praftifd^c Söfung burd^ ein Qnftrumcttt bewer!* 
fteOigt wirb; fd^on Dorau^gegangen fei, unb baß bic 3n|h:u- 
tnente genau unb jucerläfftg feiern Sc^tereö ift ^äufig nid^t 
ber fjatt bei ben ^albirung«jirfeln unb ben eigenttid^en ?ßa* 
raffeninealen ; tt)c§n)cgcn man fid^ bicfcr Qnftrumente jur «b* 
iffttgung ber Jtonftruftion nid^t leidet bebient, fobalb auf ©e» 
nauigfett ber S^^ww^^fl SBcrt^ gelegt wirb, dagegen fönnen 
redete SBintel genau gejeid^net, ober ^erpenbifel genau gef&Qt 
n^erben, fobalb ntan neben einem gemö^nlid^en fiineale ein 
jweite« fogenannte« ©infellineal befifct, beffen re^ter SBinlel 
genau 90^ I^SIt; aber aud^ wenn legtered nid^t ber f^aD fein 
fönte, laffen ftd^ bod^ ^araOelen mit aQer ©d^ärfe bamit 
aie^en, 

Sei oielen Aufgaben l^at man bie ffia^I jmifd^en oerfd^ie* 
benen Äonftruftionen. Unter benfelben oerbient ftet« biejenige 
ben SSorjug, weld^e entweber bie einfad^ere ift, ober wel^e am 
weiften ben un« ongebornen Sinn für ©gmmetric befriebigt. 
^aufig ift eine fold^e Äonftruftion nid^t gerabc bic am nä^ften 
Kegcnbe* SRel^men wir afe SJeifpiel bie gauj elementare Auf* 
gäbe, einen redeten ffiinfel in brei gleid^c Sl^^ile in l^cilcn. 
fö fei ABC biefer ffiinfeL ®er . 

©d^üler wirb junäd^ft folgenbe 
©^lüffe mad^en: ba ber redete 
©infel 90^ beträgt, fo beträgt 
jebe« Dtitt^eil baoon 30^; jeber 
©infel im gleid^feitigen ©reiedte 
aber l^at eine ®röge oon 60®; 
legt man ba^er in bie ©pi^e bei^ 
redeten SBinlete ein gleid^feltigeÄ 
!Dreiedf fo hinein, ba§ feine ©runblinic auf einen @d^en!el be« 
©infefe fällt, fo wirb junäd^ft ber ffiinfel in awei Steile ge* 
tl^cilt, üon benen ber eine 60®, ber anbere 30® ^ält; man ^at 
alfo nur nod^ ben erfteren SBintel ju l^albiren, um brei gleid^e 
Steile, jcben ju 30®, ju erl^alten. 3)arau« ergibt fid^ folgenbe 
ftonftruftion: SJon BC fd^ncibc ein beliebige« @tü4 BD a^, 
unb befd^reibe über BD ein gleid^feitige« DreiedE BDE, l^al^ 
bire ben Söinfel DBE burc^ BF , fo ift ABC burd^ BE unb 
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BF in brci glctdic %f)zxk gc* 
t^cilt. Denn ba ABC = 90« 
unb EBD (aU Sinfel in einem 
gleidifeitigen iCreicde) = 60« 
ift, fo ift ABE = 300; j^ 
ferner EBD burd^ BF l^oftitt 
ift, fo ift EBF = 30« nnb 
FBD = 30«; olfo ift ABE = 
H^—'C EBF = FBD. 

®en)ö^nlid& aber geben bic Sc^rbüdfier bcr ebenen ®eo»' 
metrie folgenbe ftonftrnftion: SSon B ate SKittelpnnft befclireibc 
mit einem beliebigen |)albmeffer einen ftreiöbogen, ber bie 
©^enlel beS SBinfete in D unb E f^neibe;, üon D unb E afö 
^ I awittelpunften bef (abreibe l^ierauf mit 

bem nemU(!^en J^albmeffer ftreisbögen, 
fy ml6)z ben erftcn ftrei»bogen in F unb 

G fdineiben, enblic^ ä^e^cBF unbBG, 
fo ift burdd bic Icfetem ßinien ber 
©infel AGB in brei gleid^c Steile ge^ 
t^eilt ©enn jiel^t man DF, EG, fo 

^ ift A DBF gleid^feitig, alfo DBF = 

^ C 60« unb bal^er FBE = 300; ebenfo 
ift A GBE gteici^feitig, alfo GBE = 60^ unb ba^cr DBG = 
30«; folglid^ ift auc^ GBF = 30% unb ba^er DBG = GBF 
= FBE. 

Die Ie|tere »onftruftion ift entfd^ieben ber erfteren t)orju^ 
jiel^en. ®ic ift junäd^ft einfad^er, inbem fie nur brei ftreiiS* 
bögen unb jmei gerabe Sinien erforbert, mäl^renb man jur er*« 
fleren oier Äreii^bögen unb brei gerabe Sinien, ober menigften« 
jmei bebarf, ba DE nid^t abfolut nötbig ift. «ber ^Vi^ abge* 
feigen baoon aeid^net fie fid^ t)or jener burd^ Symmetrie unb 
fomit burd^ (SIeganj auS. 

Heber bie ©al^l unter perfd^iebenen Sonftruftionen laffen 
fid^ t)om mat^ematifd^en ©tanbpnnite aud leine allgemeinen 
Siegeln geben, fonbem ed ift bieg ©ad^e beiS @efd^mad!8, unb 
bie aßat^ematit l^at in biefer 9{i(^tung ebenfogut i§re 9(eft§eti( 
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uttb i^re ©(i^önl^eitönonttett, tuie )cber anbete ^luctg bcd menfd^' 
Heiden SBiffend unb Xf)m§. ^m ungemeinen gilt nur ber (Sc* 
ftd^töpunft, bag biejenige Jtonftruftion ben übrigen twrjuiie^en 
ift, toeld^e f\d) vor i^nen burd^ (Sinfad^l^eit ober ©^mmetrie 
auiSjeid^net. 

(Enblic^ ift nod^ barauf ^injumeifen, bag jebe ffonflruftion, 
foioeit ed irgenb ntSgli^ ift, in einer einjigen grigur gu t)er^ 
einigen unb nid^t in t)erfd(|iebenen Figuren }erftfldfelt }u geben 
fei; ed ntfiffen bal^er immer in ber ^aupt^gur bie gegebenen 
®tüdt unmittelbar, fomeit bie| angelet, benügt, unb nid^t etma 
fold^e ®tii(!e genommen merben. bie voriger in einer anbern 
92ebenfigur auS ben gegebenen abgeleitet mürben. 9{el^men mir 
gur (Erläuterung mieber eine ganj elementare Aufgabe, nemlic^ 
bie Aufgabe, ein gleic^fd^enfligei^ ÜCreied ju fonflruiren, oon 
meld^em bie @runblinie unb ber SBintel an ber ®pige gegeben 
ftnb. Senn, mie bie| gemS^nlid^ gefd^ie^t, oon bem ©d^fller 
oor^ bie Aufgabe gelö«t worben ift, ein gleid^fd^enttigc« Drei* 
£d ju fonftruiren, oon meld^em bie ®runblinie unb ein anlie^ 
genber föintel gegeben ftnb, fo mirb ti i^m leidet fein, bie 
porige 9(ufgabe auf bie le^tere jurttdauftt^ren. (Sr mirb nem« 
lid^ bie 93etrad^tung aufteilen, bag in jebem gleid^fd^euHigen 
S>reie(fe mit einem SSintel jugleid^ bie übrigen gegeben feien, 
unb bag alfo nament(id(| aud bem gegebenen Sintel an ber 
@pi^ jeber ber beiben föintel an ber (Srunblinie abgeleitet 
merben lönne, inbem beibe le^tere einanber gleid^ feien unb 
mit bem erften jufammen 180<^ betrogen, fo ba| alfo jeber 
SBinfel an ber ©runblinie l^alb fo gro| fein mfiffe atd ber 9ie« 
benmintel bed SintelS an ber ®pige« S)ieg mirb ben ©d^üler 
aunäd^ft auf folgenbc ^ 

ftonftruftion führen. 
(Sd fei AB bie ®runb:^ 
linie, CDE = « ber 
gegebene Sintel an 
ber ©pifte; oerlängere 
einen ©^enlel DE bed 
gegebenen ffiintete über 
D ^\m\a m^ F, unb 
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l^albtrc bcn baburd^ erhaltenen ©infel CDF burd^ DG; auf AB 
crrid^te int ^albirungi^punfte H bcn ?ßcrpenbifeC HK, unb lege 
an AB in A einen ©infel = FDG an, beffen ©d^cnfel HK in 
L treffe; jie^c enblidfi BL, fo ift A ABL ba« gefugte, !£)cnn 
A ABL ift gleid^fc^enflig, weil L auf beut im ^albirungö^ 
punfte t)on AB crrid^teten ^ßerpenbifel Hegt; e« l^at ferner 
bie ©runblinie AB; enbli^ ift BAL + ABL + ALB = 180« 
= FDG + GDC + ODE; aber BAL = FDG, ABL = BAL 
= FDG = GDC; alfo aud^ ALB = ODE = a. 

®iefe Äonftruftion ift nun jwar aUcrbingö ridf|tig, aber 
gu tabeln, weil fie jur ßöfung ber Aufgabe jwei fjiguren er«* 
forbert, fo ba| ba« SRefultat ber einen fjigur in bie anbere 

übergetragen werben 
mu^te. aSoraujie^en ift 
bal^er fölgenbe Äon^ 
ftruf tion, abgef cl^en von 
i^rer großem ®infa(§^ 
l^ieit: aSerlängerc AB 
beliebig nad^ F, unb 
lege an BF in B einen 
ffiinlel FBG =aan; 
auf AB errichte im ^albirungöpunfte H einen ^erpenbilel HK, 
unb ^albirc ABG; eö fei L ber ^unft, in welchem bie ^aU 
birungölinic ben ^erpenbifel HK treffe; gie^e AL, fo ip 
AABL bai? gefud^te; benn e« ift wieber wie oben gleid^fd^cnlfig, 
unb ^at AB gur ©runblinie; ba ferner LAB = ABL unb 
ABL = LBG ift, fo ift au(§ LAB = LBG; nun ift aber 
ABL + LAB + ALB = ABL + LBG + GBF; folglich ift 
aud^ ALB = GBF = «. 




§. 5. 
fBün beut SBetoeife; 

«uc^ über ben »ewei» Iä§t ft(^ ^icr nid^ts SefonbereS 
bemerfen, ba er fo innig mit ber geometrifc^en ^nalr)[\& ju* 
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famtncnl^änflt; ba| er ctft im folgcnbcn S5ud^e in bicfer aiid^* 
tung nä^er betrad^tet toerben tarn. 

Qm Ucbrigctt untcrfd^cibct er fx6) von bcn Seroeifen ber 
Se^rf &$e ni^t toefentlid^, wie [x6) f d^on aud ber frfl^eren Unter«' 
ftt(^ung ergibt, nac^ weld^er überhaupt Sel^rfä^e unb 9(ufgaben 
im ungemeinen nur Derfc^iebene Vudbruddformen ber nemlid^en 
äBal^r^eit ftnb. ^er fSmtx^ ^at bei ^(ufgaben n)efentli^ bie 
Seftimmung, ju idQtn, bag bie bel^aupteten unb in ber %uf« 
gäbe geforberten Sigenfddaften ber bur^ bie ftonftruftion tu 
l^altenen f^igur ftd^ mit 92ot§menbigteit nad^ ben und angebor«* 
nen formen bed 'S>en!end unb ©daliegend (nad^ ben logifd^en 
S)enlgefe^en) auiS fd^on ertannten 8Ba^r§eiten ergeben mug. 
(£d ift enbiid^ fc^on oben bemerft worben, ba| von ben jioei 
^auptarten von ^emeifen, n)el(^e in ber äRat^ematit angeroen« 
bet werben, bem birecten unb inbirectcn JBeroeife; wrjugdroeife 
ber erftere bei ben Aufgaben oortommen werbe, wad feinen 
©runb in tieferen Iogif4ien ©efeften ^at, bereu Cntwidtlung ber 
£ogif sugewiefen werben mu^. 



§• 6. 
SBcn bet iDeterminotiom 

®8 gibt Aufgaben, wcld^e bei jcbem benfbaren SSer^ältniffe 
ber gegebenen ©rögen ju einanber fonftruirbar ftnb; ed Iä§t 
fxä) j. 85. bei ber Aufgabe, ein ©rcied! ju fonftruiren, von wcl* 
d^cm äwci ©eitcn unb ber eingefd^Ioffene ffiinfcl gegeben pnb, 
fein S5cr§ältnt§ bej: gegebenen gwei ßinien ju einanber unb bei 
allen möglid^en SSer^ältniffen leine ©röße be« SBinIctö bcnfeh, 
fo ba| bie brci gegebenen ©tüdte von ber «rt wären, ba| fie 
ttid^t an einem SJreicdte vereinigt gebaut werben lönntcn* «uf * 
gaben fold^er «rt fmb bal^er immer fonftruirbar, 

dagegen gibt e« eine große 3a^l oon Aufgaben, bei votU 
d^en ficö fold^e SSer^ältniffe ber gegebenen ©tüdte au einanber 
benfen laffen, baß biefelben in ber geforberten gigur ni^t oer* 
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einigt gcbac^t rocrbcn fönncii/ bag üiclmcl^r nur inncrljalb bc* 
ftiwmtcr @tcnjcn bcr SSet^ältniffc bic Äonftrultiou möglid^ ift, 
(ES geprt jur SSoOftfinbigfeit bcr Se^anblung einer 9[ufgabe, 
bag biefe ®ren}en genau angegeben werben, innerl^alb weiter 
bie aSer^ältniffe ber Sebingungen {t^ befxnben ntftffen, wenn 
bie jtonftruttion mftglic^ bleiben foO. !Diefe Vnfgabe l|eigt 
!Determination. 

Die S)etermination bejie^t ftd^ entweber auf bie Sage 
ober auf bie @rö|e ber gegebenen JBebingungen. (Ein $untt 
2* S9* fann entweber innerhalb ober auger^alb eineiS ftreifed 
ober auf ber ^erip^erie liegen. (Sine vierte äRögli^teit gibt 
es ni^t. ffienn nun bie Aufgabe gegeben ift, von einem gege« 
benen $untte an» eine 2;angente an ben ftreiil ju sieben, fo ift 
einleud^tenb, bag Don ben brei ntflgli^en f^fiOen ber Sage beS 
^unfted nur jmei wirfli^ ftottfinben bfirfen, bie Sage nemli«]^ 
auf ber ^eripl^erie ober an^er^alb bed ftreifesS, bagegen nic^t 
bie £age innerhalb. @oO bagegen t)on einem fünfte oud burd^ 
ben ^eid eine ©elante fo gejogen merben, bag \>a» au|erl^lb 
beS ftreifed Kegenbe ©tfid ber in ben ftreis faOenben (Sl^orbe 
gleid^ werbe, jo ift nur einer ber brei f^äOe moglid^. S)er ge^ 
gcbene $unlt nemli^ mug auger^alb bed gegebenen ftreifed 
liegen, unb barf weber innerl^alb bed AreifesS no^ auf ber $e« 
rip^erie gegeben fein. Die Determination alfo wirb im erften 
$aUe auitfpred^en, ber gegebene $nn!t bflrfe nid^t innerhalb 
bed Sreifed liegen, im jweiten f^alle, er muffe augerl^alb bed^ 
felben liegen. 

(Sin a^id^ed SSer^aitnig finbet in Seaie^ung auf (Sröge 
ftatt. «ud^ ^ier gibt e« überhaupt brei SWögüd^eiten. Die 
Siuie a lann entweber gleid^ ober gröger ober Heiner fein ald b. 
(Sine merte 3ß0glid(|f eit gibt ed aud^ l^ier ntd^. SSon jenen breien aber 
ift bei einer porlicgenben Aufgabe entweber nur eine auÄge*^ 
fd^Ioffen unb gwei fönnen por^änben fein, ober t» ift nur eine 
möglid^ unb jwei fonnen nid^t ftattfinben. ©enn j. SB. ein 
Dreiedf au« brei gegebenen gcraben ßinien fonfteuirt werben 
foH, fo nxn% jebe einjelne Heiner fein aö bie Summe ber 
beiben anbern unb barf weber glei^ nod^ grdßer fein. Diefe 
©umme ift alfo bie ®renje für bie größte Sänge ber einjelnen 
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@eite (baS fogenannte Maximum), eine ©renje oibtt, bie ni^t 
loirtltd^ erreid^t locrbeit barf* ©oK bagcgcn burd^ einen gege« 
benen ^unft eine ©etante fo gejogen werben , bag bic in ben 
ftreid faHenbe (£§orbe einer gegebenen geraben Sinie glei^ fei, 
fo ift bie (Sreitje für bie größte fiänge biefer (I()orbe (ba« 
Maximum) ber 35ur(^nieffer, l^ier aber eine ®rcn je, bie wirf Hd^ 
crreid^t werben barf, fo baß nnr ber fjali an^gef^Ioffen tp, 
wenn bie gegebene Sinie größer ate ber iOnrd^meffer ijl. !Die 
^Determination mirb alfo audfpredden, bie gegebene gerabe Sinie 
bflrfe nid^t größer fein afe ber Dnrd^meffer* ßiegt bagegen 
ber gegebene ^unft innerhalb beS ftreifeS, fo gibt tS n\(f)t blod 
eine ^Determination für bie größte Sdnge ber gegebenen Sinie, 
fonbem and^ ffir bie Ileinfte (bad fogenannte Minimum); bie 
gegebene Stnic nemlid^ barf nic^t Keiner fein att biejenige 
Sl^orbe, meldte im gegebenen ^nnfte ^albirt mirb, mol^I aber 
gleid^ ober größer, jebod^ ni(|t größer ate ber !Dnrd^meffer. ^n 
Sejiel^ung auf bie ®röße beftlmmt alfo bie !Determination balb 
ein Maximum ffir eine gegebene £inie ober einen gegebenen 
SBinfel, balb ein Minimum, balb aber auc^ beibed. 

©prac^Iid^ bebient fie ftd^ babei oerfd^iebener 9(ui9brudfiS< 
formen. @inb unter ben fomoljl in ^jiel^ung auf Sage aU 
aud^ auf ®röße möglichen brei 3ffiBen jwei au«gefd^foffen , fo 
wirb baö SBörtd^en muß gebrandet, j. S. a muß größer fein 
ate b; ifl bagegen nur eine ani^gefd^loffen, fo erfd^einen bie 
SBorte: barf nid^t, 3. ©• a barf nid^t Heiner fein atö b. 
Denn im erflen gaffe wäre a weitläufiger ju fügen: a barf 
nid^t gleid^ ober Heiner fein atö b, im jweiten: a muß gleid^ 
b ober größer afö b fein* 

SRid^t feiten wirb fd^on in ber «ufgabc felbft bie ©eter* 
mination angebeutet, 3« 93« ftatt ber 9(ufgube: burd^ brei gege^ 
bene $unHe einen Sxtx& ju befd^reiben, liedt man mand^mal 
bie Stttfgabe: bnrd^ brei nid^t in geraberSinie liegenbe 
^unlte einen ^ti» ju befd^reiben* (Sd ijl bieß nid^t ju em« 
pfe^en; benn entweber wirb bie in ber Aufgabe enthaltene SBe- 
fd^ränfung im »erlauf ber entwidElung gercd^tfertigt, in biefem 
f^IIe aber erhält man baburd^ bod^ nid^td anbered, aU bie 
Determination, wSljrenb beut ©dualer eine öeftimmung in ber 
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Aufgabe gegeben wirb, bereu S^otl^roeubigfeit er wä) uid^t ein- 
jufel^en uerntag, el^e i^m bie ®rüube bafür angegeben finb. 
Ober aber man löiBt bie gegebene Aufgabe mit ber gegebenen 
SSorauÄfefeung; ol^ne biefelbe ate not^roenbig ju begrünben; in 
biefem tjalle bleibt bem ©d^üler, wenn er nid^t fetbft im ©taube 
ift; bie (Determination ju bilbeu, unb meun i^m nur gezeigt 
wirb, wie er burd^ brei nid^t in geraber Siuie liegenbe fünfte 
einen ftreij^ bef ^reiben foö, immer nod^ bie grage übrig , wie 
er JU oerfal^rcn l^abe, um burd^ brei in geraber Sinie Kegenbe 
fünfte einen Srci^ ju ßefd^reiben, unb er erwartet anberi^mo^cr 
bie fiöfung ba- Unteren ?(ufgabe^ JDJan fielet barauj^, ba§ fold^e 
in bie Aufgabe aufgenommene JBebingungen im allgemeinen 
nid^t erfennen laffen, ob pe befonbere gäHe ober ob fie eine 
wirflid^e Determination enthalten. 

SBenn aOerbingi^ in bem angegebenen Seifpiele aud^ bem 
weniger geübten ©d^üler bie ßöfung ber grage nal^e gelegt ift, 
warum ber JBeifa^ gemad^t fei, bag bie brei gegebenen fünfte 
nid^t in geraber fiinie liegen bürfen, ba in j|eber Slementar* 
geometrie • ber @a^ fic^ finbet, ba| ein Srei« unb eine gerabe 
fiinie nur jwei ^un!te gemeinfc^aftlid^ l^aben !önnen, fo ift 
bieg'bod^ bei oielen anbern Aufgaben nid^t ber gaH, unb ed 
mu| ba^er aW Siegel aufgeftcHt werben , bag bie J^ffung ber 
Aufgabe ftet« eine allgemeine fein muffe , o^ne ba§ bie ©eter* 
mination fd^on in biefe gaffung aufgenommen werben bürfe. 

Diefe SBemerfungen gelten natürlid^ ebenfo für ben gaff, 
bag bie 2)etermination fid^ nid^t auf bie Sage, fonbern auf bie 
®röge ber gegebenen ©tüdte bejie^e* (Dabei mug aber nod^ 
eine befonbere SBemerfung beigefügt werben, ^n fel^r melen 
gaffen geben afferbingiS entweber belannte Sel^rfäfte, ober e^J 
gibt bie tonftrultion unb ber mit i^r jufammen^ängenbe Sdt^ 
wcid bie äßittcl an bie ^anb, bie (Determination ju finben, 
b* 1^. anjugeben, wie grog ober wie flein eine^ ober mehrere ber 
gegebenen ©tüdte fein bürfen, bamit jene mit biefer fid[) in einer 
gigur pereinigen laffen; j. 83. für bie Aufgabe, ein gleid^fd^ent' 
lige« Dreied ju fonftruiren, wn weld^em bie ©runblinie unb 
ein ©d^cnfcl gegeben finb, ergibt fid^^au« bem ße^rfafee, baß 
in jebem iDreiede je iwei©eiten jufammen größer fein muffen, 
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aß bie britte, unmittelbar bie Determination, bag ber gegebene 
©(i^en!el größer jein muffe ald bie ^älfte ber ^runblinie* 8ei 
ber Aufgabe ferner, ein (Dreied jtt lonftmiren, von weld^em bie 
brei von ben Sinlelfpi^en nad^ ben ^albirungdpuntten ber (&tß 
genfeiten gejogenen ZiranSperfalen (aud^ lürjer fBlxtttU ober 
©d^merpunMinien genannt, lefetere« wegen einer p^gpföHfd^^n 
Sigenfc^aft) gegeben ftnb, ftel^t und jroar lein Se^rfag a^ ®^' 
böte, aud n)eld)en mir unmittelbar bie Determination ableiten 
fönnten; bie Äonftruftion jcbod^ mirb und leicht auf bie ©eter* 
mination führen* Um biefe ftonftrultion au finben, bttxa^tm 
wir ein beliebige« ©reied ABC 
nä^er, in meiere« mir bie brei gc» 
gebenen SCranöoerf alen AD, BE, CF 
geaogen l^aben, oon melden bie 
ebene ©eometrie nad^meidt, bag fle 
fid^ fämmtlid^ in einem einaigen 
fünfte G fo fd^neiben, ba§ AG = 
2GD ober % AD, ebcnfoBG = If 

% BE, CG = % CF ift; in A BGC ift alfo BQ, CG unb 
GD gegeben, unb bie jtonftruftion bed Dreied!« ABC ift rebu« 
jirt auf bie ftonftruttion bed Dreiedtd BGC, oon mdä^tm amei 
©eiten BG, CG unb bie nad^ bem ^albirungdpunfte ber britten 
©eite oon ber ©pi^e bed ©egenminfeld geaogene 2:randoerfaIe 
GD gegeben finb. Da in biefem Dreiedte BC iuD ^albirtift, 
fo erinnert un^S bie fj^orm bed Dreiedtd mieber an ein ^a^* 
raüelogramm, in meld^cm beibc Diagonalen geaogen finb; be» 
trad^ten mir ba^er BC ald bie eine, unb GD ald bie ^älfte 
ber anbern Diagonale, ocriängern mir alfo GD über D ^inau8 
fo nac^ H/ba6 DH = GD mirb, unb aie^en BH unbCH, fo 
ift bad aSicredf BGCH ein ^araDcIogramm, ba ftd^ in i^m bie 
"^Diagonalen BC, GH gegenseitig ^albiren; in bemfelben aber 
ift gegeben BG, CG unb GH = 2 GD; folglid^ ftnb in bem 
Dtciedte CGH brei®eiten gegeben, olfo ba« DreiedE tonftruirbar. 
ffi« ergibt ftd[) barau« folgenbe Ä04iftruftion: m, n, p feien 
bie gegebenen Xranöocrfalen; fonftmire A ABC fo, ba§ 
AB= m, BC =^ n, AC = p wirb, t^eileAC in D unb E in 
brei gleite Steile, unb aie^e DF 1| BC; aie^e EF unb oer* 

»agel« fltom WxaVm 2. «talt 3 . 
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längere e« na^ G fo, ba§ FG = EF mx\>; ücrlängete ciAKd^ 
FA fo nad^'H/ ^^6 FH = AB = m wirb, m\> aie^cEH,GH; 
fo ifl A E6H baB gefugte. ©erSBewei« bafflr ijlfolgcnber: 

E jie^e GA unb verlängere 
i.^^^ e« biiJ e» EH in K trifft, 
^^...-^-^T/^/ ebenfo perlängere E A, bi« 

0.^.....,.^lj^ e« GH in L trifft, nnb 

^^ Vo/ giel^c EM II Ba ®a 

-M^.2^^:^^ EG in F ^aftirt, olfo 

/^ \ HF Sran8t)erf ale Don EG, 

«^«/^ B C nnb HF = m, nnb 

AF = V$ AB = Vs m, Qlfo AH = % m = 2 AF ift, fo 
ifl A ber 5Dnr^fd^nitt«pnn!t ber brci JEran^perfalcn, ober EH 
wirb bnr^ GK in K, GH burd^ EL in L ^albirt. 5Rttn ifl 
FH = m, EA = «'3 AC = % p, alfo ba AL = V« 
EA = Vs p ifl, EL = p; enblic^ ift A AFG ^ A MFE, 
weil AF = FM, FG = FE unb AFG '= EFM ift, alfo ift 
GA == EM; folglich weil A AEM cxd A AGB, alfo EM : BC 
= AE : AC, unb ba^er auc^ EM=«'a BC = »/3 n ift, fo ift 
au<| GA = «/3 n, mithin GK ==2/3 n + V3 n = n. 
A EGH l^at ba^cr bic ocrlangten SranSoerfalen. %xA biefcr 
Äonftruftion ergibt fid^ nun, weil biefelbe auf ber Äonftmftion 
wn A ABC (XV& ben brei Seiten m, n, p berul^t, bie ©eter^ 
mination, ba| jur SRöglid^teit ber StnSfül^rung immer bie 
Summe xm je jwei ber gegebenen SCranöoerfalen größer fein 
mtt| al8 bie britte. 

(Ed 3eigt fid^ aber l^ier balb eine ©renje, über weld^e bie 
ebene Geometrie nid^t l^inaui^fd^reiten fann. ^xl allen fällen 
nemlid^, in weld^cn bie @rö§e einer, geraben Sinie nid^t blo« 
xm ber ©röfee anberer ßinicn, fonbem aud^ von ber ©röfee 
Don ©inleln abl^ängtg ift, ift e« ber reinen ebenen ®eometrie 
nid^t möglid^, unmittelbar aui8 bcn gegebenen ©tfid^en bie «b^ 
l^ängigfeit einer ©röge oon ben übrigen ju bcftimmen, ba fie 
tein SSerl^ältni§ jwifd^en geAlben Sinien tennt, weld^eS bem 
»er^ältniffe jwifd^en ffiinfeln gleid^ wäre. SJielme^r war e8 
gerabe biefe Sefd^ränlung ber ebenen ®eometrie, burd^ weld^e bie 
aOtat^ematiter genöt^igt würben, eine weitere ffiiffenfd^aft ju 

Digitized by VjOOQIC 



i/ 





86 

erfinben, bie S^ttgonomctrte« tCetenninattonen al\o, weld^e in 
bie ertüä^nte ftategorte fallen, !önncn nur mit ^ilfe ber eben* 
genannten SSiffenfd^aft aud ben gegebenen @tüden unmittelbar 
abgeleitet n)orben. (Ein SBeifpiel wirb bieg beutli^^mad^en* 
SSe^men wir bie Aufgabe, ein !Dreie(f ju'fonjlmiren,"tH)n wet 
d^em jtoei Seiten, m, n^ 
unb ber einer berfelben n 
gegenüberliegenbe ©inf el a 
gegeben finb, fo ift be« 
tanntlid^ bie Sonftruttion 
folgenbe: aii AB = m 
lege in A einen ©intel 
BAC = « an, unb be* ^^ ^ ^ 

fd^reibe oon B ate SRittelpunlt mit einem ^albmeffer = n 
einen ftreiÄbogen, ber AC in D ober E f^neibe; sie^e BD ober 
BE, fo ift A ABD ober ABE ba« gefud^te. d» ergibt fxä) 
aber ava ber »onftruftion, ba§ bie «uflöfung nur bann mög« 
Kd^ ift, wenn ber oom SRittelpunlt B mit bem ^olbmeffer n 
bef<|riebene Rxtx§ ben ©^enlel AC bed Sßinlete a trifft. £e$« 
tereiS wirb aber nur bann gefd^e^en, wenn n nid^t Heiner ift 
ald bie Heinfte gerabe Sinie, wel^e wn B nad^ AG gejogen 
werben tann, b. ^« nid^t Keiner ate ber oon B auf AC gefaßte 
^erpenbitel BF« BF felbft aber ift teine unmittelbar gegebene 
@röge, unb wenn ba^er bie !Z)etermination fagt, wenn man 
einen ©d^entel bed Sinlete a = m mad^e, unb t)on bem (Snb« 
pnnlte biefed ®d)mtdd auf ben anbem einen ^etpenbifel fäDe, 
fo bflrfe n nid^t Heiner fein ate biefer ^erpenbifel, bamit bie 
Studfü^rung ber ftonftruttion mögli^ werbe, fo mug biefe !E)e^ 
termination ate eine mangell^afte betrad^tet werben, weil fie nid^t 
unmittelbar aud m unb a bie %b^&ngigfeit ber @r5§e n ab«^ 
anleiten wrmag. !Die SCrigonometrie bagegen bered(|nct BF = 
AB sin BAF, unb gibt bal^er bie !E)etermination: n2.barf nid^t 
Heiner fein ate m sin a. 

!E)ie angegebene Sefd^ränlung ber reinen Geometrie mug 
wobi beachtet werben, unb finbet beinal^e überall ba i^re An* 
wenbung, wo unter ben Sebingungen ^intt Aufgabe neben qc^ 
raben Sinien aud^ ffiintel auftreten. 
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Mtx hit geometrifite ^ttal^fi^. 



§. 1. 

9SBefett bet oeometctfdbett SlttaU^fid. 

(Eis gibt Diele Sammlungen pon geometrifd^en SCufgaBeu 
nebft «ttflöfungen; mcnn biefelben nur enthalten, mai^ im crften 
93ud^e als STI^eile einer 9(ufgabe angegeben mürbe, nemlid^ 9(uf« 
gäbe, ftonftmltion unb S3emeid, unb, mo bieg nöt^ig nnb mög« 
1x6) ift, Determination, fo lönnen fie jmar in mel^rfad^er ^in* 
ftc^t belel^renb fein; aber bie Sipegierbe fomobi aU bad 
ma^re SBebürfnig bed ©c^ülerd mirb baburd^ nid^t befriebigt 
werben: bie erftere nid^t, weil bem ©c^ülcr immer noc^ bic 
fjrage unbeantwortet bleibt, wie etwa ber SSerfaffer auf bie ge* 
gebenen Suflöfungen gefommen fein möge; eben fo menig aber 
auc^ ba« ma^re SBebürfnift bei^ ©d^üleri^, inbem berfelbe nur 
erfährt, mie jebe einjelne Aufgabe, bie gerabe in ber beftimmten 
@amm(ung fte^t, gelöiSt merbe, o^ne bag er einäRittel befäme, 
fic^ bei folc^en aufgaben, meldte in ber ©tfmmlung nic^t fte^en, 
felbft l^elfen ju tonnen, außer infoferne jebe Uebung überhaupt 
bie ftraft ftä^It, alfo i^n auc^ roenigftenj^ geiftig me^r befähigt, 
felbftt^ätig bei feinen mat^ematifd^en arbeiten ju Serie ju 
gelten. 

^ier ift nun aUerbingiS bie reine ©eometrie oerfd^ieben 
oon ber Slgebra. Se^tere gibt beftimmte Siegeln über bie 
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Äuflöfung'i^rcr ©Icid^utiflcn^ unb wer einmal biefe {Regeln fle* 

lernt l^at; weig fid) im allgemeinen bei jeber Dotfommenben 

©Icid^nng jn l^elfen; eine ©d^mietigfeit wirb für il^n ^ie nnb 

ba nnr no(^ barin ju ftnben fein, and einer gegebenen Snfgabe 

bie (Sleid^nng ju bilben, eine Operation; wcld^e me^r p^ilolo- 

gifd^er ald mat^ematifd^er 92atnr ift, ba fte in il^ren äugerften 

Sejie^nngen nid^ts anbered ift, afe eine Ueberfe^nng an« bet 

beutfd^en ©prad^e in bie algebraifc^e Qt\i)tn\Tfxaä)t. ^ie 

ßoorbinatenlel^re in Serbinbnng mit ber ^Trigonometrie gibt 

§ier fe^t nmfaffenbe Sßittel an bie $anb für bie Söfung von 

geometrifd^en Slufgaben; aber felbft fc^on bie gewöhnliche HU 

gebra in SSerbinbnng gebrad^t mit ben elementaren ©ä|en ber 

ebenen Geometrie permag ^ier ä)2and^ed anf einfache SSeife bei 

einiger Uebung bed @d[|ülerd barjnbieten. (Ein 93eifpiel wirb 

bie§ nad^roeifen* Sßan l^abe bie Aufgabe au löfen: ein red^t* 

loinflige» SDreiedt ju lonftruiren, t)on rocld^em bie ^gpotenufc 

unb bie ©umme beiber ftat^eten gegeben 

fmb. e« fei gegeben AB = a, AC + BC=b ; 

man fe|c AC = x, BC = y, fo ift 

nad^ bem pqt^agorifd^en Sel^rfa^e 

X« + y« =^ a^ 

X + y = b. ^ 

Um au« beiben (Sleid^ungen x unb y ju finben, erl^ebt 
man am bequemften bie jwcite in« Duabrat, mnltiplijirt bie 
erfte mit 2, unb gie^t ba« gefunbene Duabrat baoon ab; 
x« + 2xy + y« = h\ 
_2x« +2y^ =2al 

X« - 2 X y + y« =2a2— b«. 
Sielet man nun au« ber le^tem ©leic^ung bie Duabrat* 
wnrjel au«, fo erl^ält man 

X - y = ± V"2a2 - b«. 
Da man nun bie ©umme unb ©iffereuj Don x unb y l^at, fo ift 

X = ^±1/ 2a^-b ». 
2 

y = b :^ ]/ 2a» -Hb ^i 
2 
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©icfcSBcrt^c um mflffen fonfttuirt wcrbcit, Dicg gcfd^icl^t 

etwa auf f olgcttbe ©cif e : 

^ tnad^c AB = a, lege 

unter einem redeten 
ffiintel BC = a an 

üttb aici^^ ^^9 f^ ^P 
AC« = 2 AB2 = 2a«; 
über AC befd^reibe 
einen ^albfreiiJ, lege 
in benfelben AD = b, 
unb ik^t CD^ fo ift 
CD«-^ AC«-AD» = 
2a^ - h\ al\o CD =t 

V 2a2 — b«; twn AD fd^neibe DE = CD ob, fo ift 

AE = AD - DE = b — V 2a« ~ b«; alfo wenn AE in 

F ^Ibirt wirb, AF = ^ "" V~2si^ — h^ ^y ober = x, 

unb ba^er DF = b ~- AF = b - ^"^ V"2a^-~b 8~ = 




b^ =xobcr=y; 



2b -b + V 2b}— b« =-±±V 2a« 

2 2 

folglid^ fmb AF unb DF beibe «atmeten- Sefd^reibt man bal^er 
über AB einen ^albfrei«, legt in benfelben AG = AF ate 
C^orbe unb ixtf)t BG, fo ift ABG ba« verlangte JDreied. 

9uf ä^nlid^e 9trt tann eine groge Qa\)l anberer ^(ufgaBen 
be^anbelt werben, unb für mand^e Aufgabe wirb ber ©d^üler 
aufjbem gejetgten S35ege nad^ hirjer Hebung leidet eine ßöfung 
finben, weld^e il^m ol^ne algebraifd^e S3el^anblung ©d^wierig^« 
feiten mad^en würbe, ^iel^er gehört 3. Sd. bie 9(ufgabe, ein 
red^twinlligei^ S)reied( au lonftruiren, t)on weld^em bie ©urnme 
beiber]ftat^cten unb ber t)on ber ®pi|e be« redeten ffiintete 
auf bie ^ppotenufe gefällte ^etpenbilel gegeben finb. - SRand^er, 
ber in ber Söfung geometrifd^er Aufgaben jiemlid^ geübt ift, 
wirb oieHeid^t bei obiger Aufgabe mel^rfad^e pergeblid^e SSer^ 
fud^e mad^en, bid ed il^m gelingt, ol^ne ^nwenbung ber Algebra 
eine Söfung ju finben« 
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(£$ foH fpSter eine teingeomettifd^e Stffttng biefer 9(uf' 
gäbe gegeben werben. Sdgebraif^ 
ifl fie mift fd^n)ierig* (Sd fei 
AC + BC == a; CD = b, fo 
ift, wenn AC = x, BC = y, 
AB = z gefegt wirb, 

X + y = a 
xy = bz 
x2 + y« = z' 
X» + 2xy -f y' = a»; alfo wenn x* + y* = z* unb 

2 xy = 2bz gefeftt wirb, 
z« + 2bz = a^ 

z» + 2bz + b» = a« + b»^ 

z + b = + y a} + bS wobei wir l^ier nnr 
ba« Seiten + gelten loffen woflen, 
ba für nnfere Aufgabe z + b einen 
pofitioen SBert^ ^at, unb bie algebraif d^e 
Unterfud^ung über bie SBebeutung ber 

©leid^ung z + b= — V a* +b* 
und t)on unferem ^auptjwede abführen 
würbe; alfo ift 

z == — b + \/ a* + b«; worauf 

ftd^ folgenbe Sonftmitiob 
ergibt: SKad^e AB = a, 
errid^te auf AB in B 
einen ^ßerpenbif el BC = b, 
unb jie^e AC, fo ift 
AC* = AB« + BC» = 
a* + bS alfo AC = 



a* + b*; oon AC 
fd^neibe CD = CB ab, 

fo ifl AD = AC - CB 




^^ A 

= - b + 1/ a« + b«; alfo ifl 
AD ^^potenufe bed gefud^ten ®reied(d« SBefd^reibt man über 
AD einen ^alblreiÄ, errid^tet DE = DC in D fenlred^t ouf AD, 
8ic^ EF II AD, bi« e« ben ^albfrei« in F trifft, unb sie^t 
enblic^ AF unb DF, fo ifl A ADF ba« gefud^te. 
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0aii§ onbcr« ift ba« SScrfal^rcn t)om ©tanbpunltc bct 
reinen ©eometrie cmd. 85on allgemeinen aSerfal&rnngdmetl^oben 
lann l^ier feine {Rebe fein, ba bie üerfd^icbenen ftonftmltionen 
bei ber SSielfeitigfeit ber 9(ttfgaben auf ben üerfc^iebenften 2tf)X^ 
fä^en berufen, nnb ed ba^er @ad^e einei^t^eitö genügenber 
t^eoretifc^er Renntniffe, anbcmt^eite be« ©c^arffinnd ift, bag 
bei jeber Änfgabe anci^ roirflid^ ber paffenbe £el|rfa| bentjcnigen 
einfalle, ber ftd^ mit ber ßöfung biefer Aufgabe bcfd^äftigt ffi« 
ergibt fx6) barou«, bag junäd^ft Qf^ber jur ßöfung t)on «uf* 
geben um fo geeigneter fein wirb, je umfaffenber unb grünb* 
lieber feine ftenntniffe in ber S^eorie ber ©eometrie finb, b. ^. 
je me^r Se^rfäge er tennt, unb ie grünblid^er er fte aufgefaßt 
^at ibiefe £e^rfä|e fmb gleid^fam bie Qi^iftrumcnte ober SBerl* 
jeuge, beren er fic^ iur SSerfertigung ber i^m t)orIiegenben Sr^ 
beit bebienen mu|, unb mie ein tec^nifd^er Slrbeiter jebe Arbeit 
um fo leichter auj^j^f^i^^^ ^^ @tanbe fein mirb, j|e PoOftän« 
biger feine SBertftätte mit Setfjeugen auiSgerttftet ift, fo mirb 
aud^ bie £öfung oon Stufgaben um fo beffer von Statten ge^en, 
je umfaffenber l^ier bie geiftige ffiertftätte, in meld^er ba« ge* 
gebene SWaterial »erarbeitet werben foH, mit ben SBerfjeugen 
ber £e^rf&ge t)erfe^en ift; j|a mand^e Sluf gaben merben o^ne 
vorangegangene ftenntniß beftimmter ße^rfäge gar nid^t lösbar 
fein« ©rünbtic^ed unb umfaffenber ©tubium ber I^eorie ift 
alfo ba« erfte ffirforbernife, um fid[) ju größerer ©eroanb^eit in 
ber Söfung von Aufgaben ^eranjubilben« 

S)abei t^und natürlich mie bei ben ted^nifd^en 9(rbciten, fo 
auä) l^ier bie SJerfjeuge nid^t allein. Ser bad befte Sffierfjeug 
ungefd^id(t in bie |)anb nimmt, mirb nic^td bamit leiften. (Sd 
bebarf fomit, mie AberaQ, aud^ bei ber £öfung t)on Stuf gaben 
neben natürlid^em 93erftanbe unb @d^arffinn einer geprigen 
Hebung in ber £öfung von 8(uf gaben, menn man \6)ntU jum 
3iele fommen will. 3Kit ber «naal^I ber gelösten «ufgaben 
iD&d^ft unter fonft gleid^en Umftönben bie Rraft unb bie @e« 
toanb^eit 

^abei ift ed aber nid^t gleid^gülti^, mie biefe Söfunggefibt 
worben ift; eine eingige oon bem@c^ülcr felbft gelöste «ufgabc 
ftärft feine ftraft me^r ate ein !Z)u$enb Aufgaben, beren Söfung 
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if)m bcr Selber ßcjcigt ^at. Unb Wefe« ©clbflaufflnbett t»n 
£5futtgen ifl nici^t ettoa bem bloßen Qn^aU ober einem äugen« 
bltdEItd^en Iglüdüd^en SinfaHe anheimgegeben, menn gleid^ na(^ 
ber obigen ,83e^auptung oon aDgemeinen {Regeln über bie Sdfung 
oon Aufgaben oom geometrifd^en ©tonbpunlte and nic^t bie 
9Iebe fein fann. (Sd fte^t vielmehr bem SDIatl^ematiler einffieg 
ju ®ebot, ber i^n, wenn er auf i|)m feft unb ftd^er fortfd^reitet, 
nad^^gel^öriger Hebung feiten ine führen wirb. Unb^biefer ®eg 
ijt bie geometrifii^e Xnalqfid. 

Um baiS^Sßefen berfelben tennen iu lernen, gelten mir am 
beftcn oon 'einem SBeifpiele au«, ffi« fei^bem ©d^filer bie «uf» 
gäbe gegeben, ein S)reie(t ju lonftruiren, oon meld^em eine 
@eite, ein anliegenber SBinlel unb bie Summe beiber anbern 
@eiten gegeben ftnb. Um bie £öfung 
biefer Aufgabe felbft auffinben ju 
Önnen, mirb fici^ ber ©i^ttler ein 
Beliebige^ S)reie(I ABC jei^nen unb 
{toar o^ne aOe {Rfidfid^t barauf, ob 
biefed S)reie(t gerabe bie gegebenen 
@tü(Ie enthalte obernic^t; benn feine 
£öfung foH ja eine aOgemeine, auc^ 
für ©täde oon anberer @rö§e, ald 
tote fte fid^ gerabe jufällig bei ben 
gegebenen finbet, gültige fein. 0n 
bem oorliegenben S)reie(Ie ABC nun uttterfuc^t er, in melc^em 
Serl^ftltniffe bie gegebenen @tüde unb bie gefu(!^ten gu einanber 
fte^en. S^ biefem SBe^ufe l^at er natürlid^ sunäd^ft bie ge* 
gebenen ©tücfe mirtlid^ barinfteOen. Sd ift einerlei, meldte 
@eite unb meldten ber beiben i^r anliegenben SBintel er aU 
gegeben betrautet (Sd fei bie§ BC unb ber^ SBinlel ABC, fo 
jinb i^m baburd^ bie fünfte B unb C ate ffiinfelfpiften be« 
ÜDreiedEd gegeben, ebenfo ift i^m bie SRid^tung oon BA, alfo 
eine gerabe £inie gegeben, auf meld^er bie britte föinfelfpige A 
liegen mug. (Sd ift nun notl^menbig, ba^ er ia& britte ge« 
gebene ©tüd! , nemTid^ bie ^umrne ^ oon BA unb AC, mirflid^ 
barfteDe. (Sd fann bie^ auf jmeierlei 9rt gef^el^en, enttoeber 
inbem er BA um AC, ober inbem er AC um BA verlängert. 
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!Z)a^ beibed an bent fünfte A gef (^el^en ntüffe, oerftel^t fx6) t)on 
fclbft, ba bort betbc ©citcn an cinonbcr fto|cn, unb er alfo eine 
üon bcibcn (äl^nKciö bem ^albmcffcr bcÄ ftrcifciS) nur um einen 
i^rcr enbpunftc ju breiten f)at, wäl^renb er bei ber SScrlftn^ 
gemng aber B ober G l^inaud eine «Seite in eine ganj anbere, 
mit il^rer gegenn^firtigen in gar feiner SSejiel^ung nte^r ftel^enbe 
Sage ju bringen l^ötte. ißon ben beiben bezeichneten f^&IIen 
wirb aberj ber ©d^filer bei einigem Sftad^benfen ben erftem 
mäl^Ien, unb BA nad^ D oeriftngern, ba i^m bie Sage von 
BA gegen Bß burd^ ben SBinfel ABC be!annt ift, mä^renb er 
über bie Sage oon AC gegen BG nid^ti^ meig. !Z)a ii^m nun 
aud^ bie ®rö|e oon BD belannt ifl, fo !ann er aud^ ben 
^unlt D aliS gegeben betrad^ten, unb er mei^ jugleid^, bag bie 
ffiinlelfpifee A beS ©reiedE« auf BD liegen mu§* !Da nun 
AD = AG fein mu|, bamit bie Summe ber beiben «Seiten 
BA -f AG gleid^ ber gegebenen ©umme BD mirb, fo folgt 
barauS, ba§ A oon ben Reiben fünften G unb D gleid^meit 
entfernt ift; alfo Hegt A auf bem im ^albirungapunlte E ber 
S5erbinbung*finie GD errid^teten ^erpenbifel; mitl^in ift A ber 
S)urd^fd^nitt biefed ^erpenbifeld mit BD, folglid^ ift aud^ bie 
britte SSHn!eIfpi|e bed S)reiedEd unb fomit bad S)reiedE felbft 
gegeben. 

(£)urd^ ben ^ier entmidfelten @ang ber SSetrad^tung mtrb 

ber ©d^üler oon felbft 
fttr bie Aufgabe, ein 
S>reiedE ju fonftruiren, 
tmn n^eld^em eine ©eite 
= a, ein anliegenbcr 
©infel = a unb bie 
©umme beiber anbem 
©eiten = b gegeben 
fxni, auf folgenbe hi^ 
lannte unb gemö^nlid^e 

^__ Äonftruftion gefül^rt: 

aö Jl JJ . aßad^e AB = a, lege 

an AB in A eine Sinie AG =b unter bem ©infel BAC=a 
an, unb jie^e BG; ^albire BG in D unb errid^te aufBG iuD 




Digitized by VjOOQIC 



43 

einen ^crpcnbifel, weld^er AC in E treffe; jie^c enbH<^ 
BE, fo ift A ABE ba« miangte, wie fid^ leidet beweif cn läßt 
9Bie fic^ nun avS bem angeführten SBeifpiele ergibt, ift 
bie Vnal^fld eine Wlttf)t>\>t ber SJel^anblnng Don Aufgaben, beren 
n^efentlii^er @ang folgenber ift: Wlan !onftrttirt ftd^ eine fertige 
(figur, n)el(|e von ber nemlid^en ®attnng ift, n)ie bie gefud^te, 
alfo i. fö. xotm ein S)reied ttberl^aupt ober ein gleid^feitiged 
^reied, ein 93ierec!, ein S^rape}, ein Parallelogramm mit 6e« 
ftimmten (Sigenfd^aften verlangt mirb, tonftmirt man ein 6e« 
liebiged X)rete(t, ober gleid^feitiged !Z)reied, ober ein93iered Aber« 
^aupt, ober ein S^rape}, ober enblid^ ein Parallelogramm« Ttan 
benit ft(| ^ieranf biefe f^igur ate entftanben auiS ben gegebene 
©tüden, meldte in i^r enthalten fein merben, nur oon anberer 
®röge ald in ber Aufgabe. ÜRan unterfd^eibet bal^er genau an 
ber gejeid^neten f^igur jmifc^en ben gegebenen unb gefud^ten 
©tüdEen, unb mo bie gegebenen ®tMt nid^t unmittelbare 2:^eile 
ber f^igur ftnb (mie bieg j. 9. immer ber^faO ift, menn nid^t 
©eiten ober SBinfel, fonbem ©ummen ober tCifferenjen ber^ 
felben, $)ö]^enperpenbilel, aRittellinien unb Ve^nlid^eS gegeben 
ftnb), merben biefe gegebenen ©tfidCe in ber f^igur mirüid^ bar« 
gefteOt, unb jmar (mie bad gegebene SSeifpielfigeigt) fo, ba§ 
biefelben möglid^ft in SSerbinbung mit einanber ^ bleiben. S>a 
nun bie gefud^te f^igur, menn fte eine gerablinige ift, baburd^ 
beftimmt mirb, bag i^e fftmmtlid^en S3inIeIfpi|enXfeftgefteat 
merben, ift fie aber ein ßreid, baburd^, bag 3)tittelpunlt unb 
^albmeffer, ober, mad einerlei ift, au§er bem 3)tittelpun{le nod^ 
ein $unft ber ^eripl^erie beftimmt mirb, unb ba überl^aupt 
aud^ in anbem t^SQen bie fionftrultion beinal^e burd^meg^auf 
bie SBeftimmung oon fünften jurfidEfommt, fo unterfud^t man 
juerft, meldte oon ben fünften, burd^ beren 99eftimmung bie 
f^gur f elbft beftimmt ift, burd^ bie gegebenen ®tMt unmittelbar 
als gegeben betrad^tet, alfo oermittelft ber gegebenen ©tfidte un^ 
mittelbar lonftmirt merben fönnen, meldte ^untte aber al& ge^ 
fttd^t betrad^tet merben mfiffen. Qf^ ^^^ ^^^ fo ^eit getommen, 
fo ip jbie Sage ber ju fud^enben fünfte mit, ber Sage' ber ge* 
gebenen in bie oerf^iebenen mSglid^en SSejiel^ungen ju fe|en, 
um barauj} oermittelft irgenb eined geometrifd^en Se^rfa^ed ju 
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crfcnncit, wie bic gcfud^tcn fünfte aus bcn gcgcBcncn gefunbcn 
werben f önnen. ^ie§ ift nun berj[emge Zl^eil ber «naltijti^, für 
meldten feine beftintmtc JRcgel mel^r gegeben rocrbcn fann, von 
welchem meintest oben gejetgt rourbe, ba§ ber ©eübterc, von 
Slatur ©d^arf finnigere, unb mit ben geontetrifd^en Sel^rfä|en 
grflnblid^er unb umfaffenber SSertraute ben SBort^eil oox bcnt 
vorauf ^aben wirb, weld^cr in ben ermähnten Sejiel)ungen auf 
einer niebcrern ©tufe ftel)t. 9?atürlid^ finb nid^t aHc fiel^rfägc 
für bie fiöfung Don Aufgaben gleid^ roid^tig; ed ftnb inSbc* 
fonbere bic ®ä|e über bie geomctrifd^en Oerter aui^ fpäter ju 
entroidEeInben ©rünben ate bie bei SBeitem loid^tigften ju be* 
trad^ten. ®ie finb eiS folglid^ vox «Ken, bic fid^ ber Söfenbe 
ftett jU tjcrgegenroärtigen f)at; bal^er aud^ baS lefete S3ud^ eine 
Sufamntenftellung fold^cr ®ä|e geben foll. Jammer aber ift 
ein burd^ bie ?fnalt|fiö erreid^ter ^auptt)ort^eiI ber, ba§ in einer 
fjigur unmittelbar \>a^ (Segebene unb ©efud^te neben einanbcr 
t)or Äugen liegen, unb baburd^ bie ?fnfd^auung bem Äuffud^cn 
ber JBcjicI^ungen jroifd^en beiben eine roefentlid^e ©rleid^tcrung 
gewährt. 

(Dabei ift jugleid^ auf einen wid^tigen ?ßunlt für bic ?(na^ 
IqfiS nod^ befonbcrd aufmerffam gu mad^en. Slid^t immer finb 
bie gefud^ten fünfte üon ben gegebenen unmittelbar fo abhängig, 
ba§ bie gigur felbft bei möglid^ft umfaffenber Senntnig ber 
S^^corie ber ©cometrie fogteid^ an einen Sel)rfa^ erinnerte, burd^ 
meldten bie gcfud^tcn ^ßunfte t)ermittelft ber gegebenen gefunbcn 
werben fönnten. Oft fann biefe Sbl^ängigfeit nur mittelbar 
erfannt werben, inbem man Hilfslinien benü^t, bic dou ben 
gegebenen ©tüdEcn abtjängig fmb, unb aus benen mieber bic 
gefud^ten ©tüdEc abgeleitet werben fönnen. 

6S fei j. 95. bie Aufgabe gegeben, ein DreiedE jU fon« 
ftruiren, t)on meld^em eine ©eite, ber gegenüberliegenbe ffiinfel 
unb bie ^albirungSlinic beS legteren, b. 1^. baSjenige ©tüdO 
biefer ^albirungSlinic , welches jmifd^en ber SBinfelfpifee unb 
ber gegenüberliegenbcn ©eite liegt, gegeben finb. üKan ne§me 
ein beliebiges *t)reiedE ABC unb l^albire in bcmfelben ben 
SBinfel BAC burd^ AD, meld^eS bie ©eite BC in D treffe, fo 
f önnen BC, BAC unb AD als gegeben betrad^tet werben. 
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S)urd& BC fmb blc ^ßunfte B unb C 
gegeben, unb c« ^anbelt fic^ alfo 
nod^ um bte 93efttntmung beiS 
^unfte^ A, um \>a& gcfud^tc 2)reiecf 
ate beftimmt betrad^ten 3U lönnen. 
!Da; BAC gegeben ift, fo liegt A 
nad^ befannten geometrifd^en fielet« 
fägen auf bem 93ogen eined ^reife^, 
ber über BCate (£l)orbe fo befd^riebcn 
morbcn ift, bafe er einen SSinfel glcid^ bem gegebenen ffiinfel 
fa^t; befd^reibe man ba^er um A ABC einen fireiS, fo lann 
biefer burd^ BC unb ben Sßinfel BAC ate gegeben betrad^tet 
merben, unb A xan^ irgenbmo auf bem BAC liegen ; ed ift ein» 
Ieu(|tenb, bag nid^t jeber $un!t auf biefem SSogen bie Sigen« 
fd^aft ^at, bag bie ^albirungiSlinie bed Sii^fetö biefelbe ®röge 
wie AD f)at, unb t§ mu§ nun, ba beibe anbern SBcbingungen 
fd^on für bie fjeftfteöung ber ?ßunfte B unb C fo mie für bie 
ftonftruftion beiS Äreijeö oermenbet finb, bie @rö§e oon AD fo 
wie bie Sebingung, ba& AD ben SBinfel BAC l^albiren muffe, 
§u ^ilfe genommen mcrben, um baburd^ ben ?ßunlt A auf bem 
Sogen BAC ju beftimmen. Sediere JBebingung fü^rt nun ju« 
nädjft barauf, AD U& jum entgegengefefeten fünfte ber ?ßeri» 
p^crie nad^ E ju oerlängern, moburd^ fid^ ergibt, bafe, weil 
BAE = CAE, alfo aud^ ber Sogen BE glcid^ bem Sogen CE 
fein mug, E afö ^albirungi^punft bei3 Sogen« BEC ebenfaöiJ 
ate gegeben betrad^tet werben barf. Unfere Aufgabe ift baburd^ 
auf bie anbere Aufgabe rebujirt: menn ein gegebener Srei« 
burd^ eine S^orbe BC in jmei Sögen get^cilt ift, oon bem 
^albirungSpunfte E beö einen Sogen« au« eine Ct)orbe EA fo 
jU sieben, ba§ ba« in ben jum anbern Sogen gehörigen Ärei«* 
abfdjnitt faHenbe ©tüdf berfelben eine gegebene ©rößc = AD 
^abe. Sringen mir nun ben gegebenen ?ßunft E nod^ in Ser* 
binbung mit einem ber beiVen anbern gegebenen fünfte, j. S. 
mit C, inbem mir £C jiel^en, meldte« ebenfall« al« gegeben be« 
trad^tct werben lann, fo jeigt fld^ bei naiverer Setrad^tung, ba§ 
A CED cv) A AEC ift, meil CED -- CEA, ECD = ECB - EAB 
(al« ?ßerip^erieminfel ouf gleid^en Sögen) = CAE, alfo aud^ 
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EDC -= ACE ift; ba^cr ift ED : EC ^ EC : EA, ober bic 
brci Siuictt, CD, EC, EA pub ftctig proportionirt. SJon bcu* 
felbctt aber ift bie mittlere EC, fo wie bieDiffereiij ber beibeti 
äugern ED unb EA gegeben, weil EA — ED = AD gegeben 
ift; bie Huf gäbe ift olfo weiter nod^ auf bie einfad^ere Hufgabe 
rebujirt, ju einer gegebenen geraben Sinie afe mittlerer ^o* 
portionallinie bie betben äugern ©lieber ju ftnben, wenn bereu 
^Ciffereng gegeben ift; le^tere Huf gäbe aber ift betanntlid^ leici^t 
ju löfen mit ^ilfe be« ©a^e«, bag, wenn wn einem ?ßunfte 
auger^alb eineiS fireifed an benfelben eine S^angente unb eine 
©etante gebogen werben, bie^iangente bie mittlere proportionale 
fei jwifd^en ber ganjen ©elante unb bem augerl^alb bedftreifeiS 
liegenben ©tüde. 

»ermittelft ber gewäl^Iten ^ilfi^Iinien werben wir alfo- ju 
folgenbcr ftonftruftion ber gegebenen Huf gäbe geleitet: e8 fei a 



at 





bie gegebene ©eite, b bie gegebene ^albirungrtinie unb a ber 
gegebene SBinlel; an AB = a lege in A einen ffiinfel BAC = «; 
auf AC errid^te in A unb auf AB im ^albirungiJpunlte D 
?ßerpenbilel, weld^e fid^ in E fd^neiben; oon E ate STOittelpunft 
befd^reibe mit EA afö ^albmejfer einen ftrei«, ber bur<^ B 
gelten wirb, weil E oon A unb B gleid^weit entfernt ift; 
^olbire ben auf ber ©eite bed SBinlete BAC liegenben SSogen 
be« Äreife« in F, unb aiel^e FB; auf FB errid^te in B einen 
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^ctpcttbifcl BG = b, l^olbirc BG in H, unb bcfd^rcibc t)on H 
afe SDliJtcIpunlt einen Stxdi mit bem ^albmcffcr HB; t)on F 
jiel^e burc^ H eine ©etante, XDA6)t ben le^tem fitei^ in K unb L 
f(|neibe, unb bef(^reibe l^ierauf t)on F afe üRittcIpunIt mit FL 
afe ^albm^^fx einen ftrei^bogen, wdöftt ben erftem ÄreiÄ in 
M ober N f(^neibe, fo ift M ober N bie ©pi|e, unb AB bie 
©runblinie bei» gefud^ten S)reiedjS« ^tm jiel^t man MA, MB 
unb MF, roeld^e» AB in fd^neibe, fo ifl AB = a; ferner 
ba AB «^orbe unb AG SCangente beaJlreife« AMBF ift, fo ift 
AMB = BAC = «; ba ferner AB in F l^albirt, alfo 
Sogen AF = »ogen BF ift, fo ift AMF = BMF, ober 
AMB burd^ MO ^albirt ; enWic^ ift OFB = MFB, GBF = AMF 
(ba öogen AF gleid^ Sogen BF ift) = BMF, alfo aiw^ 
FOB = FBM; mitl^in ift A OFB o;) A BFM, unb ba^er 
FO : FB = FB : FM, alfo FB« = FO . FM; nun ift aber 
au($ FB« = FK . FL, weil BG ©urc^meffer unb FBG =90^ 
alfo FB Stangente be« «reife« GLBK ift; alfo ift FO . FM = 
FK . FL; aber FM = FL (afe ^albmcffer bed nemli(i^en 
»reife«); mithin ift aud^ FO = FK, unb ba^er FM - FO = 
FL — FK, b. ^. MO = KL = BG = b. ©erfelbe »ewei« 
gilt, wenn AN unb BN gebogen werben, für ba«S)reied ABN. 
®a« rid^tige unb iwedmftgige Qit^n von $Uf«Iinien bei 
ber geontetrifd^en Xnaigfi« ift bie ^auptlunft be« Vnalgttfer«, 
unb neben natflrlid^ent ©d^arffinn ift l^ieju Dorjfiglid^ Uebung 
fowie ba« ©tubium ber in ben befferen ntatl^ematifd^en 
©d^riften gegebenen ä)tufter notl^wenbig. ®erabe eine jwedt- 
mägige Sßal^I ber ^Uf«Iinien ift e« oor %Ilem, weld^e auf ein« 
fad^e unb elegante 9[uf(5fungen fäl^rt, wäl^renb oft eine falfd^e 
SBal^I berfelbcn entweber ganj von ber Äuflöfung abführt, ober 
wenigjten« fold^e 9uf(öfttngen gibt, weld^e wegen SRangefe an 
(Einfad^l^eit unb ^eganj afe mißlungen ju verwerfen fmb. 
t^ill^rt ba^er irgenb eine gewäl^Ite ^Uf«Iinie gar nid^t ober nur 
fd^wierig jum QkU, fo Derfud^e man e« mit einer anbcrn. Um 
|^Uf«Iinien ju erl^alten, f dalägt man übrigen« am l^äufigften 
folgcnbe ffiege ein : man oerbinbct fünfte in ber iJigur, weld^e 
no6fnxä)t oerbunben ftnb, burd^ gerabeSinien; man oerlängert 
gerabe £inien in ber ^igur, wenn fold^e nid^t paraM fmb^ bi» 
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ftc fi^ fd^neibcn; man jicl^t burd^ gegebene fünfte ber 5^9«!^ 
^araOelen mit Sinien in betfelben; man fäDt t)on gegebenen 
fünften ouf Sinten ^ßerpenbifel, ober errid^tet auf gegebenen 
Sinien in gegebenen auf i^ncn Kegenbcn fünften ^ßerpenbüel, 
unb Derlängert biefelben hx§ gum ©urd^fd^nitte mit anbern 
Sinien ber iJigur; man legt an fünfte ©infel, meiere gegebenen 
ffiinfeln gleid^ finb; man ^albitt SSSinfel; man tjerboppelt ©rei^ 
ede fo, bag Parallelogramme entfielen; man befd^reibt aud ge« 
gebencn fünften mit gegebenen Sinien ate ^albmeffern ftreifej 
man befd^reibt Äreife in ober um !DreicdEe; ebenfo befc^reibt 
man fongentrijd^e ober berü^renbe Sreife u. bgl. 

(&» wirb, el^e mir ben ^wfammenl^ang ber ÄndlqftiJ mit 
ber Sonftruftion unb bem SBemcife nä^cr betrad^ten, jmcdfmä^ig 
fein, in bem näd^ften ^aragrapl^en einige Aufgaben burd^ geo* 
metrifd^e ÄnaIgflJ ju bel^anbeln, befonberö in ber Stiftung, 
baß baburd^ nad^gcmiefcn mirb, wie baiJ Qkf)^n tjerfd^iebener 
^ilfi^Iinien l^äufig jU üerfd^iebenen Äonftruftionen fül^re* ®iefc 
Aufgaben fönnen un« bann jugleid^ für ben folgcnben ^ara^ 
grapl^en tl^eilmeife afö SÄuftcr bienen, um unfere meitcm Se^ 
trad^tungen baran ju fnüpfen. ffiir be^anbeln babci bie Äna«^ 
IgfiiJ fürjer, afe in ben jroei obigen Seifpielen, inbem t^ bem 
©filier überlaffen bleibt, fid^ bie grage ju beantworten, mie 
man auf bie in jebem eingelnen galle gegogcnen Hilfslinien ge* 
fommen fei, unb fügen nur ba, mo mir auf SBefonbereS ben 
©d^filer aufmerffam mad^cn moDen, einige auöfül^rlid^ere Se* 
merfungen bei. @ine gute Hebung für bie ©clbfttl^ätigleit ber 
©d^üler möd^te babei bie 95e^anblung ber bciben Aufgaben, 
einen gegebenen SSBinfel ju l^albircn, unb burd^ einen gegebenen 
^ßunft mit einer gegebenen geraben fiinie eine ?ßaraHeIe ju 
jie^en, baburd^ werben, ba§ ber ©d^ülcr ftd^ bemüht, möglid^ft 
mele Söfungen ju finben, mad i^m mit Seiaie^ung aller i^m 
JU ©ebote fte^enben Sel^rfä|e nid^t befonberd fd^mierig tx^ 
fd^cinen mirb. 
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§• 2. 

Sluflöfung einiget geomettifd^eii 9(ufgaben bntd^ 
Mntoenbun^ bet geomettifd^cn Slnal^fid« 

3tt cinctt gegebenen Quabranten einen Ätei» 
ju befd^reiben. 

t %tpfttitg« 

«nalgfi«. «« feiBAC bet gegebene Quabrant, ÜEF ber 
gefttd^te fiteid mit bem SDtittel« 
pnnfte Q, unb D, E, F bie öe^« 
rül^mngiSpunfte beffelben ntit bem 
SBogen BC nnb bcn ^albmeffem 
BA unb CA. !Ca A STOtttelpttttft 
bed Quabtanten, SRittelpunft bed 
gef ud^ten Äreif ei^ unb D JBerfi^rung«* 
pnnft beiber Äreife ift, fo liegen 
A, G, D in geraber ßinie; ferner 
ift burc^ AGD ber ffiinlel BAC 
l^albirt, weil AE unb AF Stangenten bc« gefud^ten ÄreifeiJ 
jtnb; alfo ift AD ber Sage na(|, folglici^ ber?ßttnftD gegeben; 
jie^t man ferner GF nnb DF, fo ift GF = GD, alfo 
GFD = GDF; aber ba GAF = V2R. nnb AFG = R, alfo 
AGF = Vaß unb AGF = GFD + GDF ift, fo ift GDF = 
V4RJ alfo ift GDF, folglid^ 1)er ^unft F gegeben; foIgUd^ ift, 
ba FG auf AG fenhed^t ^el^t, ber SDIittelpunlt G unb ba^er 
auö) ber ^albmeffer GD, alfo ber gefud^te ftreiiS gegeben. 

ftonftruttion. ^albire BAC burc^ AD, weld^eiS ben 
Sogen be« gegebenen Quabranten in D treffe, oon D fälle 
auf AC ben ^etpenbifel DE unb ^albire ben ffiinfel ADE 
burd^ DF, meldte» AC in F treffe; auf AC errid^te inF einen 
^erpenbif el, weld^er AD in G treffe, unb befd^reibe oon G ate 
SÄittelpunft mit GD afe J^albmeffer einen Sxt\§, fo ift biefer 
ber gefttd^te. 
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SBewciö. Da GD ^albmcffcr 
be« gcfunbencn Ärcifc« unb AD 
^olbmcjfcr bc« gegebenen ftteid* 
bogen«, alfo bic Entfernung beiber 
aWittelpunIte glei<^ ber ©ifferenj 
ber ^albmeffer ift, fo berühren ftd^ 
beibc ftrcife oon 3«^««; f^^^ ^1* 
GF II DE, weilbeibe fenfre^tauf 
A F JE a kC flehen, alfo GFD = FDE; 

aber auc^ QDF = FDE, alfo ijt GFD = GDF unb ba^et 
GF = GD, Der gefunbcnc Ärei« gel^t alfo burc^ F; unb ba 
AFG = R ift, fo ift AC Tangente bc« Steife»; ba enblid^ 
BACbur^ AG ^albirt ift, fo ift ber t)on G auf AB gcfätttc 
?ßerpenbi!cl GH = GF; alfo gel^t ber gcfunbene firei« aud^ 
burd^ II, unb AB ift ebenfalls Siangentc on benfelben, 

Sufafe. gafet man bic gegebene Aufgabe aögemeiner 
fo, bafe fic lautet: einen ßreiS ju befd^reiben , ber bic 
beiben ^albmeffer unb ben 83ogen eine^ Ouabranten berül^re, 
fo gibt ed nod^ einen jn^eiten ^rei^, ber bie (verlangten Sigeu:' 
fd^aftcn l^at, nemlid^ benienigcn ftrei», toetd^er ben ©ogen 
öon Slufecn unb ^ bal^er bte ^albmeffer AB unb AC in ber 
äJerlangerung berührt. (Sine ftl^nlid^e Slnal^ft» )oie bie obige 
mürbe jeigen, bag ber jtoeite Sreii^ burd^ eine analoge Sonftruliion 
mie oben gefunbcn toerben lann, nur bag Siaü bed SBin^ 
fcfö ADE beffeu Siebeutoinfel l^albirt unb bie l^albirung^ 
linic öcrtongert hjevbcn muft, biÄ fie bie Serlöngerung )i>tm 
AC trifft. 

2. fCttpfung« 

Snal^fi«. (£« fei wieber BAG 
ber Ouabrant, unb DEF ber ge» 
fud^te ftrei« mit bem aRittet" 
punfle G, fo ift toie in ber erften 
Sluflöfung AD ^albirungdlinie be« 
ffiinfete BAO, alfo ber S3erfi^ 
rungdpunit D gegeben ; jie^e ferner 
DF, GP unb DC, fo ip wie 
in ber erjleu «nalpfi« QDF 
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= GFD = V4B; alfo APD = «/,R, unb bo^cr DFG = »/,R; 
aber ha DAC = V,R unb ADC = ACD ip, fo ift aud^ 
ACD = %n; folflUc^ ift DFG = DCF, alfo DF = DG; 
alfo liegt F auf bem mit DG afe ^albmcffcr befd^riebenen 
ftreife, unb ift ba^er gegeben; toorauf G wie oben gegeben ift 

Ä n ft t tt 1 1 i n, (f . bic vorige gigur*)*) ^albire BAG 
burd^ AD, »eld^ed ben gegebenen Ouabranten in D treffe, 
aie^e DG, unb befd^reibe oon D ald ältittelpuntt mit DG aü 
^flibmeffer einen ftreii^bogen, bcr AG in F fd^neibe; auf AG 
errid^te enbüd^ in F einen ^etpenbilel, ber AD in G fd^neibe, 
fo ift n^ieber G äßittelpunft unb GD ^albmeffer bed gefud^ten 
ftreifeiS. 

JBemeiiJ. !0a§ biefer ftrci« BG inD berühre, mirb mie 
in «uflftfung 1 bemiefen; ferner ba DG = DF ift, fo ift 
DGF = DFG; aber DGF = »/4R. »eil DAG = V«» «nb 
AD = AG ift; ba^er ift aud) DFG = »/^R; folglich ift 
AFD = 5/4R, unb ba^, weil DAF = V«» «nk ^FG = R 
ift, GDF = V4R. ttnb GFD = 'WR, alfo GDF = GFD, 
unb ba^er GF = GD, woraus mie in Äuflöfung 1 rocitcr 
folgt, bag bcr gefunbene fireid AG unb AB berfil^rt. 

3ufa^. @tne analoQt Slnat^fi^ gibt fär bie im Qn^aljt 
iur erften Slufidfung ermöl^nte {(ufgabe eine ä^nlid^e fion^ 
fhcultion, nur baft CB über B ^inaui^ jum ^attlrcifc er* 
gänit, unb l^ierauf tyon D nid^t an ben (Snbpunit C biefed 
^alblreifed, fonbent an ben anbem (Snbpunit eine gerabe 
Sinie gejogen Wirb. 



3. «npfnng« 

9[nal9fi<. ®er $unft D ift wie oben gegeben; jie^e 
an bie beiben ftreife in D bie gemeinfd^aftlid^e SCangente DH, 

*) ^rül^eren Semerfungen entf))red^enb foOten in ber ftonfiruftion bie 
fünfte, tote fie na^ unb nad^ entflcl^en, mit ben iSud^flabcn nad^ ber Orb« 
nung bed ^Ipfyihti^ be^eid^net «Derben; aU 9Xufler für bad ^olgenbe ifl 
biej bei ber erflen Sluflöfung gefdjel^en; bei biefer unb ben folgenben 5lufs 
XSfungen aber finbet, um bie Sieber^olung ber gigur ju )}ermeiben, ber 
iWlrje »egen eine öetufung auf bie in ber ^tnatvp« gebraud^te glgur jiatt. 

4^ 
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loel^c bie »crlängcrttna 
oon AC in H treffe, fo 
ift H geflcben; nun ift 
DAH=V«R/ADH=R, 
alfo auä^ DHA = Va^; 
aber wie oben AFD = 
«/^R,aIfoDFH = «/,R; 
folglid^ in A DFH.auiä^ 
FDH = »/4R unb ballet 
DFH =FDH, al]oavi^ 
DH = FH; folglid^ ift 
bcr ?ßun!t F gegeben, woran« fid^ bet ^unft G^wie oben 
beftimmt. 

ft n ft r u ! t i n. ^albirc BAC bnrd^ AD , weld^e« bcn 
SBogen BC in D treffe; auf AD errid^te in D ben ^erpen* 
bifel DH, roeld^er bie SSerMngerung t)on AC in H treffe; von 
H afe aßittelpunft befd^relbe mit HD ate ^albmeffer einen 
«reisbogen, ber AC in F treffe; auf AC enbli^ errid^te in P 
einen ^erpenbüel FG, ber AD in G treffe, fo ift G aWittel* 
punft unb GD ^albmeffer be« gefud^ten «reife«. 

»eroei«. ©a HD = HF ift, fo ift HDF = HFD; 
aber GDH = GFH = 90% alfo ift auc^ GDH - HDF = 
GFH - HFD, b. ^. GDF = GFD; folglich ift GD = GF, 
woran« ba« Uebrige wie oben folgt. 

Sufa|. S)ttr(i^ eine ai^nlid^e S(nalQft« ergibt fid^, bag 
man ben jtoeiten, bcn Sogen tyon Sinken berül^renben ftrei« 
baburd^ erhalt, bag man ben jmeiten S)urd^f4nitt be« t)on 
H atö aJiitteI))nuft mit HD at« ^atömeffer befd^riebenen 
SJrcifc^ mit AC auf ber aSerlöiigerung \>on AH über H 
]^inau§ benü^t. 

4. ^ufUifmtg. 

Stnaigfi«. Sttad^bem D wie frül^er beftimmt worben, 
jicl^e an D bie gcmeinfd^aftlidöe Sangentc unb oerlängere fic, 
bi« fle bie SSerlängcrung oon AC in H trifft; jie^e hierauf 
GH unb GF, fo ift DG - FG, GDH = GFH = 90«, unb 
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GH gcmcittfd^aftUd^, unb 

ba^ctA DGH^AFGH, 

alfo FGH = DGH; aber 

AGF = ^',R, wciIGAF = 

VsR unb AFG = R ift; 

alfo ift DGH = ^UR, 

unb GHD = V4R; madft 

man bolzet DK = DG 

unb jte^t KH, iDoburd^ 

A KDH ^ A GDH 

nnrb, fo ift auc^i DKII = 3/4R; aber KAH = V2R, olfo 

AHK = ^\R unb ba^cr AK = AH; nun ift H, alfo auä) K, 

alfo aud^ G gegeben. 




ft'onftruftion, |>oIbire BAC burd^ AD, weI(^eiJ ben 
Sogen BC in D treffe; auf AD errichte in D bcn ?ßerpen* 
bifel DH, welcher bic 9SerIängerung oon AC in H treffe; oon 
A ate aWittefpunft bef(^reibc mit AH afe ^^olbmeffer einen 
Äreii^bogen^ ber bie SBerWngerung oon AD in K treffe, unb 
f(^neibe oon DA ein <Stücf DG = DK ab, fo ift G STOittet 
puttft unb DG |)albmeffer be« gefud^ten ftreifc«» 

fBtrotx». SW KH unb GH, unb fälle oon G auf AG 
ben ^erpenbifelGF. ©o AK = AH ift, fo iftAKH = AHK; 
aber HAK = SB, alfo AKH = «AR. ©a ferner DG - DK, 
DH = DH nnb GDH = KDH = R ift, fo ift au(^ 
A GDH ^ A KDH, unb ba^er DGH aud^ == 8/4R; uun 
ift GAE = V2R. AFG = R, alfo AGF - V^E; folgte 
ift au(^ FGH = »/^R; ba nun GPH = GDH = R, unb 
GH = GH ift, fo ift A FGH ^ A DGH, alfo GF - GD, 
n^oraud baiS ttebrige n^ie oben folgt 

3ufa|. Stud^ ^ier pnbet man bnrd^ eine analoge 9lna^ 
t^fiö, ba| man bcn ändern »erül^mng^IreiS er^Sft, wenn 
man btn t>on A aK 9Kittct))nnft mit AH atö ^attmeffer 
befd^riebenen Sogen bi^ jum jtoeiten S)urd^fd^mtt mit AD 
auf ber Scriängerung über A ^inan^ Verlängert, unb fonft 
lote oben t)erf&l^rt. 
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5« Sbtpfpng« - 

D wie frül^er bcftimmt 
tporben, jie^e meber an 
bcn $unlt D bie gemein^ 
fd^aftUd^e Siangente beiber 
Äreifc, unb t)crlän8cte fte^ 
hii fte bie 93erlftngetungen 
von AB nnb AO in H 
unb K trifft, fo ftnb bic 
^unlte H unb E, alfo 

A HAK flCflcbcn; ba nun 

^ F ^C K. ber flcftt(|tc ftrei« AH, 

AE, HE berfil^rt, fo rfl bie gegebene 9[ufgabe auf bie belaunte 
Aufgabe rebugirt: in ein gegebeneiS ^Creied einen fiteiiS ju be^ 
d^reiben« 

Sonfttttition. ^albire BAC burd^ AD, n)eld^ed ben 
ajogen ßC in D treffe; auf AD errid^te in D einen ^erpen* 
bifel, n^eld^er bie SBerIfingerungen pon AB unb AC in H unb 
E treffe; ^albire enblid^ AHE burd^ HG, weld^e« AD in G 
treffe, fo ift G SWittelpunft unb GD ^albmeffer be« gefud^ten 
ftreife«. 

S3en)eid. !Z)a G bcr ^urd^fd^nitt ber ^albimngdlinien 
jtoeier SSSinfel HAE unb AHE ift, fo ift G pon aOen «Seiten 
be« 5E)reied!i8 AHE gleid^weit entfernt, unb ein t)on G atö 
SDtittelpunlt mit GD ald |)albnteffer bef d^riebener ßreiiS berfll^rt 
alfo nid^t blod HE, n^eld^eiS auf GD fenfred^t fte^t, fonbern 
aud^ AH unb AE; enblid^ ift AD ^albmeffer bei» 93ogeniSBC, 
unb GD |>albmeffer beiJ SreifeiJ DEF; alfo ift bie®ntfemung 
AG beiber SKittelpunfte gleid^ ber Differenj beiber ^albmeffer; 
folglid^ berühren ftd^ aud^ beibe fireife* 

dufa| 1. %[ud^ l^ier ergibt fid^ burd^ eine analoge Slna^: 
I^fii^, ba| mau ben äußern 83erfi]^rungStrei^ burd^ bie nem^ 
ttd^e ftonftruftion erlitt, nur mit bem Unterfd^iebe, ba§ ftatt 
beS XBinlelS AHE ber Stebentoinfel beffelben l^olbirt unb 
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bic ^atbintttflätinic 6i§ juni Surd^fd^nittc mit bcr ajevtätt= 
gcrung t>on AD beriängcrt tocrbcn muß. 

3ufa| 2. Dbige ftonftrultion l^ätte fid^ aud^ burd^ eine 
anbete Xlnal^p auS bergigur jur 4. Stuftöfung crflcben, ba 
bort A C^DH ^ A GFH, alfo AHD burd^ HG ^atblrt toicb. 




6. «ttpfmig. 

«nalijftiJ. Slad^bcm D wleber wie hx»f)tx bestimmt tft, 
föHc ron D unb G auf AC bie ^ 
^erpenbifel DH unb FG unb 
jie^c BH. ©a GF = GD ift, fo 
ift 6P : FH = GD : FH = 
AD : AH (weil G auf AD liegt 
unb GF II DH ift) = AB:AH -E 
(weil AD = AB ift). ®a nun 
jugleic^ BAH = GFH = 90^ ift, 
fo ift A GFH cv) A BAH, alfo ^ jp" J5f c 

GHF = BHA. golglid^ fftHt HG auf HB unb bic fünfte 
B, G, H liegen bälget in gcrabcr Sinie. 

Äonftruftion. ^albixt BAC burd^ AD, mli)t» ben 
SBogen BC in D treffe; wn D fäße auf AC ben ^ßerpen» 
bifel DH unb jie^e BH, xod^t9 AD in G fd[)ncibe, fo ift G 
SKittelpunft unb GD ^albmeffcr beiJ gefud^ten Äreifcö. 

SBcweifc aSon G fdlle auf AC ben ^erpenbüel GF, fo 
ijl GF II DH II BA, alfo ift HF : HA = DG : DA = 
GF : BA; aber DA = BA, alfo auc^ DG = GF, »prauiJ 
fid^ baö Uebrige wie früher ergibt. 

Sufa|. S)en äußern Serü^rung^Irei^ erhält man burd^ 
eine analoge Änat^fii^ unb ftonftruftion, toenn man BC über 
C ]^inau§ jum ^albfreife ergdnjt, unb ftatt bon B aug t)on 
bem entgegengefefetcn Snbpunfte beS ^albfreifeä nod^ H eine 
gerobe Sinie jie|t, toeld^e Verlängert bi^ jum S)ur^fd^nitte 
mit ber Serlängcrung öon AD ben SKittelpunft unb ^atb^ 
meffer be$ gefuc^ten ^reifed beftimmt. 
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7. «upftuifl. 

«naigft«. SJad^bcm D auf bic bid^crigc ©cifc bc* 
fttmmt worben, ergdnje ben Sogen GB jum ^olbf reife GBH, 

fo ift DG = 
GE,DA=AH, 
alfoDG:GE= 
DA :AH; ba 
nun GE || 
AH ijl, fo 
liegen D, E^ 
H in geraber 
Sinie; alfo ba 
D unb H gc* 

geben finb, fo ift aud^ E, folglid^ ber auf AB in E errid^tete 
^erpenbifel EG unb fein ©urd^fd^nitt G mit AD gegeben. 

ftonfttuftion« ^albire BAO burd^ AD, voüä^t» ben 
Sogen BC in D treffe; oerlängere ben Sogen OB über B 
l^ipauiS bis aum ^albfreife GBH, jie^e HD, weld^ed AB in E 
treffe, unb errid^te auf AB in E einen ^erpenbifel, welcher 
AD in G treffe, fo ift G SWittelpunft unb GD ober GE^alb* 
meffer be« gefud^ten ftreife«. 

Sewei«. iCa EG || AH ift, weil beibe auf AB fent 
rec^t ftnb, fo ifl GD : GE = AD : AH; aber AD = AH, 
alfo GD = GE; woran« fid^ ba« Uebrige wie früher ergibt. 

Sufafe 1. S)ett SiVi^tm Serü^rungSfreiS erl^alt man, 
menn man'^DC ftatt DH jicl^t, unb DC über D l^inauS bi^ 
jum S)urd&fd^ttittc mit ber SSerldngerung öon AB öcrtSngert. 

Sn\aii 2, @g ergibt fid& fotool^I an^ ber Statur ber 
Aufgabe, atS auS fämmtlid^en änat^fen unb ftonftruftioncn, 
ba§ l^ier feine Determination nöt^ig ift. 

SRit oorftel^enben fteben %uf(5fungen ift natürlid^ bie 3<^^I 
ber mdglid^en ^&Ut noö) lange nid^t erfd^5pft. (SS möd^te ju 
meit fül^ren, in gleid^er !(u«be^nung nod^ weitere !(uf(öfungen 
audfül^rlid^ ju gebem S^^ Uebung für ben ©d^üler bfirfte t» 
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ober bod^ t)Ott Qntcrcffc fettig SEBeitcrc« wcmgftcttö anjubcutcn, 
uttb CÄ bcm eigenen ffiifer ju überlaffen, J^igutcn, Sfnahjfi«, 
ftönfttultion unb JBeweiÄ na^ ben gegebenen SSotbilbem au«an« 
fSl^cn. 

«ttf eine 8. «nflöfnng fül^tt bie »etrad^tung bcrgigur 
jut a. «upfung, au« ber fid^ ergibt, ba|, wenn D bcftimmt 
ift, H burd^ einen Don D afe URittel^nft mit DA al« ^alb* 
meffcr befd^riebenen Sogen gefunben wirb, worauf wie bort 
aldbann F unb 6 ftd^ ergibt 

Sbenfo erl^AIt ntan eine 9. %uflöfung, wenn man 3*18* 
in ber gigur jur 4. Äuflöfüng auf AD einen beliebigen 
$unlt L annimmt, uon L auf AG einen ?ßerpenbifel LM fättt, 
l^ierauf LN = LM auf LD abf(]^neibet, MN jiel^t, unb burd^ 
D eine ^ßaraOelc^mit MN legt, moburd^ F beftimmt wirb. 

auÄ biefer ergibt ftd^ burd^ weitere ißetrad^tung eine 
10. auflöfung, wenn man wie im SSorigcn ben ^erpcn* 
bifel LM fäKt, unb il^n fo, wenn nöt^ig, nad^ ücriängcrt, 
ba| LO = LD wirb. ®ur^ ^ieJ^cn ddu DO wirb hierauf 
unmittelbar F aU S)ttrd^fd^nitt mit AG beftimmt. 

®a e« ftd^ (f. i^igur jur 1. Äuftöfung) barum Ijanbelt, 
an AD in D einen ffiinfel = ^WR anjulcgen, um ben ^un!t F 
JU befiimmen, fo erl^filt man eine 11. ?tuflöfung baburd^, 
ba§ man ben ffiinfel BAD l^albirt, unb burd^ D eine parallele 
mit ber |>albimng«linie jiel^t, woburd^ F beftimmt wirb. 

gerner ergibt fid^ Hx6) SBetrad^tung bergigur jure.Äuf:* 
löfung, ba§ AFGE ein Duabrat, alfo wenn EF gejogen wirb, 
EF = AG ifl. «ud^ ift EF || BC, wenn Ie|tere« gcjogen 
wirb, ©eitere SBetrad^tungen jeigen, ia% weit GD = GF = AE 
ift, aud§ EB == AG = EF werben mn% woran« ftd^, wenn 
BF gejogen wirb, ABF == ^UR ergibt. 5Darau« ergibt ftd^ 
eine 12. Auf löfung, inbem man BC jietjt unb ABC l)albirt, 
woburd^ unmittelbar ber ?ßun!t F beftimmt wirb. 

(Sine ber 10. «upfung analoge 13. «uflöfung erl^ält 
m(in],Vn)enn3man BA über A l^inau« jum 5Durd^meffer be« 
ganjen Äreife« verlängert unb ben ®nbpunft beffelben mit D 
t)erbinbet,Jwoburd^ afe Durd^fd^nitt biefer SSerbinbung^Iinie mit 
AG ber ^unlt F beftimmt wirb. 
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SBeitere Huflöfungen ergeben ft<i^ butd^ Kntoenbung fol« 
genben Sel^tf a^ei», für wtl^tn ber Setoeid leidet gefunben werben 
f ann : Sßenn man ben Ueberfd^ug ber S)iagonaIe eineiS Ouabratd 
über bie ©elte beffclben Don ber Ouabratfeite abfd^neibet; fo 
wirb baburd^ biefe ©eite in jwei Stl^eile Qtil)dlt, von benen ber 
Heinere wieber gleid^ ber @eite, ber größere aber gleid^ ber 
^Diagonale einei» neuen Ouabratö ift Sßenn man nun in S8e»> 
tra(]^tung jicl^t, ba§, wenn BC gejogen wirb, A ABO bie |>aifte 
eined Ouabratö ift, dou beut BG S)iagonaIe ift, fo ergibt fiö) 
aU 14« S(uflöfung, bag man CA aber A ^inaud fo nad^ 
M verlängert, bQ| CM = CB wirb, unb AE = AM dou AB 
abf(|neibet, woburd^ E unb l^ierauf G beftimmt wirb« 

®iefe «uflöfung Iä§t fid^ femer fo abönbem, ba§ eine 
15. «uflöfung erfd^cint, inbem manAC über A l^inau^nad^ 
E }um S)urd^meffer ergänjt, oon C mit CB aU ^albmeffer 
einen Sogen befd^reibt, ber CK in M trifft, unb tjon AD ein 
©tfid! AG = MK abfd^neibet, woburd^ unmittelbar ber SWittet 
punft G beÄ gefud^ten Äreife« gefunben wirb* 

u. f. w. 

3ur Uebung für ben ©d^üler möge e« weiter bienen, in 
allen biefen ^^SOen in unterfud^en, wie bie ftonftrultion abge« 
änbert werben mug, bamit ber äußere Areid gefunben wirb, 
weld^er ben SBogen oon Äugen unb bie beiben ^albmeffer in 
ber SSerlängerung berührt« ©o ju wirb namentlid^ aud^ ber für 
bie 14. unb 15« Stuflöfung gegebene Sel^rfa^ abjuönbem unb 
ein analoger £el^rfa^ au ftnben fein, bei bem t» fid^ nid^t um 
bie ©iffcreuj, fonbern um bie ©umme ber (Diagonale unb ber 
©eite eine« DuabratÄ l^anbelt. 

II. ^ttfjube. 

aSon einem gegebenen fünfte A angerl^alb 
eine« gegebenen Äreife« burd§ benfelben eine^@e* 
lante fo )u aiel^en, bag ba« augerl^alb be« ftreifed 
liegenbe ©tüd! berfelben bem in ben «rei« fallen» 
ben gleid^ werbe. 
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t Sttpfung. 



«naltjfi«- «8 fei 
aRittelpunft \>t» gegebenen 
unb AB bie gefugte @efante, xod<i)t 
bieffiigenf^aft ^abe, bag AD = DB 
feu S^^ CD; CB, unb üerlängere 
CD fo nad^ E, ba§ DE = CD ift, 
enbltd^ jie^e AR Ca CD = DE, 
BD = AD unb CDB = ADE ift 
fo ifl A CDB ^ A ADE; alfo 
AE = CB; alfo ift AE gegeben; 
ba nun aud^ CE = 2 CD, alfo bie 
(Entfernung ha fünfte« E oon A 
unb C gegeben ift, fo ift E gegeben; 
folglii^ ift CE, alfo au(^ D, alfo 
gegeben*) 



A ber gegebene ^ßunft^ C bev 
«reife« 




AD unb bal^er aud^ 



ftonftrultion. SJon A afe SWittelpunft befd^reibe mit 
einem ^albmeffer gleid^ bem bc8 gegebenen «reife« unb oon C 
ate^aBittcIpunlt mit einem boppelt fo großen ^albmeffer «rei«* 
bögen, bie fxä) iu E fd^neiben, jiel^e CE, weld^e« bcn gegebenen 
ftrei« in D fd^neibe; jie^e AD unb oerWngere e«, bi« e« ben 
«reis in B trifft , fo ift AB bie oerlangte ©efante* 

SBewei«. ßie^e BC unb AE, fo ifl BC = AE, CE = 
2 CD, alfo CD =DE, unb CDB =ADE; aber weil CD = CB, 



*) 3wt obtöctt Slnal^pe gelangt man öicttcidjt nodj leidjtct, tocnn man 
AO aic]^t,S»oburdJ in ^ AGB atoci ©citen AO, OB unb blc gut brittcn 
Seite gel^Srige SRitteUinie CD ber ®t5ge nad^ aU gegeben betrad^tet toerben 
fönnen. SS^enbet man l^ietauf benfelben ^unjlgriff an toie €eite 36, inbem 
man^bte IDlittellinie CD um il^te eigene SSnge nad^ £ t>etlSngert, fo ergibt 
ftd^ toeiter bie obige ^tnal^ft^. @0 nt5ge bei biefet (Selegenl^eit überl^au)>t 
batauf l^ingetoiefen toerben, hai^ in ben meiflen g&Sen, too unter ben ^ts 
bingungen für bie jtonfiruftion eine« S)retedd eine aj^ittellinie fid^ beftnbet, 
bit]93erbo^))eIttng biefer äl^itteüinie, alfo bie (Srgängung be9 l^reiede in 
einem Parallelogramm für bie ^(nal^fid fSrberlid^ ifl. 
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unb ba^cr aud^ DE ^ AE, alfo CDB ^ CBD unb ADE = 
DAE ift, anö) CBD = DAE; ba^cr ift A CBD c^ ^ EAD, 
unb ba^er BD = AD. 

!Dctertnination. üDamit bie t)on A unbC ate aßittel« 
punitctt bcfd^ricbcncn Ärcii^bögen einen ?ßunft E gemein l^aben, 
barf bic entfernung bei5 ?ßunfte3 A t)on bcm SKtttclpunfte 
bc« flreife« nic^t größer fein oI« baö ©reifad^e wn bem ^alb* 
meffer be« gegebenen Äreife«. 




2. «nflüfnng. 

«nal^n«. 5Da AB in D l^albirt ift, fo ift ein auf 
AB in D errichteter ^erpcnbifcl bcr 
geometrifd^e Ort für alle ?ßunfte, 
roetd^e üon A unb B gleid^roeit ent* 
ferut pnb; fd^neibet berfelbe alfobcn 
Srei« no4 einmal in E, fo ift, wenn 
AE unb .BE gejogcn werben, AE =^ 
BE; ba nun aber BDE = 90« ift, 
fo ift BE ©urd^meffcr; bal^er i|l 
AE aud^ gleid^ bem 5Durd^meffer; 
folglich ift AE ber ®rö|e na^, 
alfo E, mithin aud^ ber !Dur^« 
meffer EB, folglid^ B, unb bal^er aud^ AB geg<»ben. 

Äonftruftion. SSon A al« ÜWittelpunft befd^reibe mit 
einem ^albmeffer gleid^ bcm 5Durd^meffer bei8 gegebenen ftreife« 
einen 83ogcn, ber bcn gegebenen ftrei« in E fd^neibe; t)on E 
jiel^c ben ©urc^meffer EB, unb jie^e AB, wel^ciS ben fireii^ 
in D fd^neibe, fo ift AB bie gefud^te ©efante. 

Sem ei«. AE =^ BE, olfo A AEB gleid^fc^cuKig ; nun 
ift, wenn ED gebogen wirb, EDB = E ate ffiinfel im ^alb» 
f reife; mitl^in ift ED ber ton ber ©pifee auf bic ©runblintc 
gefante ?ßerpenbifel; folglid^ l^albirt er bie ©rnnblinic, ober e« 
ift AD -= BD. 

ÜDetermination. ©amit ber üon A mit bem !£)urd(|« 
meffer BE aU ^albmcffer befd^riebene ftrciiS ben gegebenen 
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Ärcte treffe, barf bie flcinftc ton A an ben ÄrciiS gejogene 
ßinic (bereit SScrlängcrung burd^ ben aWtttelpnnft gel^t) nid^t 
größer afö BE, alfo bie (Entfernung beÄ ^mxtM A oom 
SÄittelpunfte C nid^t grö|er afö ba« ©reifad^e be« ^alb* 
weffer« fein. 



3. »itPfitng. 



ffi« fei roieber AB bie gcfud^tc ©efante, 
unb burd^ B eine 




ÄnalgfiiS. 
5ic§e AC, CD 

^araöele mit CD, bi« fic bie SScr^ 
laugerung t)on AC In E trifft, fo ift 
A ACD cv A AEB, alfo AC : AE = 
CD : EB = AD : AB; aber AB = 
2 AD, alfo aud^ AE = 2 AC unb 
EB = 2 CD; folglich ba AC unb CD 
bcr ®rö§e nad^ gegeben fmb, fo finb 
au^ AE unb EB ber ®r5|e nad^ ge« 
geben; alfo ift E gegeben, folglid^ au(§ 
B unb bal^er AB. 

Äonftruftion. S^^¥ ^^ ^^^ 
verlängere e8 nad^ E f o, bag CE = AC 
wirb; oon E afe STOittelpuntt befd^reibe 
mit einem ^albmeffer gleid^ bem S)ur(^meffer bcÄ gegebenen 
Ärcife« einen ftceiiJbogen, ber ben SreiiS in B fd^neibe, unb 
jiel^e AB, meldte« ben ftrei^ in D fd^neibe, fo ift AB bie ge^ 
fud^te ©efante. 

JBeroei«. Qkf)t EB unb burd^ C eine ?ßaraMe mit 
EB, meldte AB in X fd^neibe, fo ift AB in X ^albirt,' meil 
AE in C ^albirt ift; ebenfo ift CX = Va EB. alfo iP CX 
^albmeffer be« gegebenen Äreife«; folglid^ fällt X mit D au* 
fammen; alfo ift AB in D l^albirt. 

Determination. Durd^ biefelbe SSetrad^tung mie in 
ber jmeiten Äuflöfung ergibt fid^, ba§ E, alfo aud^ A üon C 
nid^t weiter entfernt fein barf afö um ben breifad^cn ipalbmeffcr 
beiJ gegebenen ftreifeö. 
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4. Sütpfttttg. 

Snal^fid« (B» fei tuieber AB bie gefud^te ©efante, 
ite^e BC unb butd^ D eine ^araOele 
mit BC, hxi fte AC in E trifft, fo ift 
wie in ber vorigen Änal^fi» AE = 
Va AC nnb DE = V2 BC, alfo E, 
unb baburd^ D, folgli^ AD, alfo aud^ 
AB gegeben. 

Aonftruftion* Si^¥ ^^^ ^^^^ 
btre AC in E unb bef^reibe üon E 
ate SDHttelpuntt mit einem ^albmeffer, 
meld^er l^alb fo grog aü ber be0 ge** 
gebenen ftreifei» ift, einen JBogen, ber 
ben gegebenen ItreiS in D trifft; 




jiel^e AD nnb verlängere eS nad^ B, fo ift AB bie gefud^te 
©efante. 

»ewei«. Sielte ED unb burd^ C eine^araOele mit ED, 
meldte bie JBerlängernng von AD in X treffe, fo ijl 
A AED cv> A ACX, alfo meU AE = V, AC ift, aud^ AD = ^', AX, 
unb ED = Vj CX. !Ba nun ED gleid^ ber pifte be8 ge- 
gebenen ^albmefferi^ ift, fo ift CX gleid^ bem gegebenen ^alb« 
meffer, ober X liegt auf ber ^erip^erie unb fftKt folglid^ mit 
B jufammen. AB ift ba^er in D ^albirt 

S)etermination. S)ttrd^ gleid^e SBetrad^tungen mie 
bei 9uflöfung 3 unb 3 ergibt f^/ ^^1 ^G nid^t gr5ger 
fein barf ate 3 ED, alfo 2 EC ober AC nid^t gr5ger al» 
3 CB. 



5« SCnpfung« 

«nal^fi». Qit^t mieber AC, t)on C fälle auf BD ben 
?ßcrpenbifel CE, woburd^ BD in E l^albirt mirb, unb errid(|te 
auf AB in D einen ^crpenbitel, roeld^er AC in F treffe, fo ift 
DF II EC, alfo AE : DE = AC : CF; aber DE = Va AE; 
alfo aud^ CF = Vs AC; folglid^ ift ber ^unlt F gegeben; ba 
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nun ADF = R ip, alfo D auf bcm 
über AF befd^riebenen ^alblreife liegt, 
fo ift au^ D, alfo aud^ B gegeben* 

ÄottftruÜioti. 3^^ AC unb 
fd^tteibe von i^m CF = Va AC ab; 
über AP ate ©utd^meffet befd^reibe 
einen ^albfrci«, bet ben gegebenen 
Sttd» in D f(|netbe; jtel^e AD unb 
DerWngere e« nad^ B, fo ift AB bie ge* 
fttd^te ©elante. 

»ewei«. Sk^t FD unb fäKe t)on C ben ?ßerpenbifel 
CE auf BD, fo ift FDA = R, alfö FD || CE, unb ba^er 
FC : AC = DE : AE; aber FC = V3 AC, alfo DE = Vz AE 
unb ba^er DE = Va AD; aber DB = 2 DE, alfo 
DB = AD. 

©etermination. Damit ber über AF befd^riebene 
^albfreiiS nod^ einen $untt mit bem gegebenen ftreife gemeine 
fd^aftlid^ l^abe, barf F nid^t augerl^alb be« «reife» liegen, ba 
A nad^ ber Sebingung außerhalb liegt; alfo barf FC nid^t 
größer afe ber ^albmcffer, mitl^in AC nid^t größer afe ber 
breifad^e ^albmeffcr be« gegebenen Ärcife« fein. 



6« «upfnng. 

Hnal^fid. Sitf)t von A an ben 
gegebenen ftreid bie 2;angente AE, fo 
ift E gegeben; nun ift AE« = 
AD . AB = AD . 2 AD = 2 AD«, 
ober AD» = Vi AE«; aIfo«lii AD, 
folglid^ D, folglid^ aud^ B gegeben. 

ftonftruftion. aSon A aie^e 
an ben gegebenen ftreid bie Stangente 

AE, §albire AE in F, unb errid^te 
auf AE in F einen ^erpenbif el FG = 

AF, aiel^e AG unb befd^reibe von 
A ate aßittefpuntt mit AG afö 
^albmeffer einen Areidbogen, ber 
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ben gegebenen JhreiS in D treffe: jiel^e AD ttnb verlängete e9 
na^ B, fo ift AB bie gefu($te ©etante. 

»ewei«. AB. AD = AE« = 4 AF* =2AF« +2FG« = 
2AG« = 2AD2; alfo AB = 2AD. 

S>etetntination. 3^^ ^^r wel^eiS ben ftteid in H 
tteffe; bamtt ber von A als aRittelpunlt mit AG afö ^Ib« 
nteffet befd()tiebene JhceiS mit bem gegebenen einen ^unlt ge< 
meinfd^aftU^ ^abe, barf AG ni^t Heiner afö bie tteinfte von 
A an ben ihreid gezogene gerabe £inie, alfo ni^t Keiner dS 
AH fein; e8 mu§ alfo fein 

AH < AG; alfo 

AH«<AG* < V« AE*} olfo 

' 2AH2< AE«; alfo 

2AH2 ^- CH2 < AE*.+ CE* (weil CH = CE ifl), 

<AC» 

< AH» + CH« + 2AH . CH; olfo 
AH«< 2AH . CH, unb ba^er 
AH < 2CH; alfo 
AH + CH < 3CH, b. \). 
AC < 3CH. • 



7. 

SlnalgfiiS. dic'^c mieber von A an ben gegebenen 
Ärei« bie Tangente AE, fo ift AE» = AD . AB = V, AB. AB= 
1/, AB«, olfo AB» = 2 AE«. 5Run ift AE, olfo AE», olfo 
m^ 2 AE« gegeben; folglid^ ift ou^ AB«, olfo AB, alfo oud^ 
B gegeben. 
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ftonftruütoit. 3Son A jicl^c 
an bcn gcgcBcncn ÄrciS bic Stau«' 
gcntc AE, crrtd^tc auf AE in E 
einen ?ßcrpeibifcl EF = AE, unb 
jiel^e AF ; enblid^ bcf (i^rcibe von A 
ate ÜJüttelpunlt mit AF al« ^alb* 
meffer einen ßreisbogcn, ber beu 
gegebenen ÄreiS in B fd^neibe, unb 
jicl^e AB, fo ift AB bie gefud^te 
©efante, 

JBeroei«. AB fd^neibe bcn 
ftrcis no6) einmal in D, fo ift 
AB . AD = AE« -= V2 AF« = 
V2 AB«; alfo AD = V2 AB. 

Determination. !Durd^ ä^nlid^e Sd^lüffe wie bei ber 
Dorigen Äuflöfung ei;gibt fid^ roieber, ba§ AC nid^t größer ate 
ber breifad^e ^albmeffer fein barf. 

Bufal 1. S3ei fämmtlid^en ßonftruftionen jeigt fid[|,. bag 
in allen gäHen, in loeld^en AC Heiner afö ber breifad^e ^alb* 
meffer ift, jloei 3)urd^fd^nittc ber Kreisbögen mit bem ge:^ 
gebenen fireifc ftattfinben, alfo jtoei ©efanten öon ber öer^ 
langten ©igenfd^aft möglid^ finb. 

3ufa| 2. iSammtlid^e Äupfungen ber Il.Slufgabe finb 
jugleid^ Söfungen ber Aufgabe: burd^ einen gegebenen 5ßunft 
auf ber ^txipf^txit be§ größeren öon jtoci concentrifd^cn 
Greifen eine ©]§orbe in benfelben ju legen, bic öon ber 
, ^txipfftxk beS Ilcincrn ßreifcS in brei gtcid&c Il^citc gc:= 

tl^cilt toirb. 

Äud^ biefe IL Aufgabe ift mit oorftel^enbcn 7 Äuftöfungcn 
nid^t abgcfd^Ioffen. (J« wirb aber aud^ l^ier genügen, bem 
©d^ülcr in JJoIgcnbcm meitere Äuflöfungen nur aujubcutcn. 

eine 8. Stuflöfung erhält man burd^ JBctrad^tung ber 
^igur jur 2. Äuflöfung. ffienn nemlid^ ber ^unft E wie 
bort beftimmt ift, fo fann weiter ber ^unltDftattbeö fünfte« B 
baburd^ beftimmt roerben, baß über AE ate ©urd^meffer ein 
^albfreiiJ befd^rieben wirb, ber bcn gegebenen Ärei« in D 
fd^neibet. 



fta Qtti geom* Xnal^d 2. Vufl. 
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(Sbenfo ergibt ftd^ aus betfelben ^igur eine 9« 9uf^ 
Idfung, toerni man m^ Seftimmung t)oit E ben $unft D 
baburd^ ieftimmt, ba$ man butd^ ben aRittelpnntt eine 
^araOde mit AE jiel^t, bis fie ben gegebenen fiteis in D 
fd^neibet 

getnec fft^ bie nS^e Setrad^tnng bec gfignc gnc 6«9tt^ 
ISfnng stt folgenben amei weiteren: 

10« VttflSfung« föenn AC gesogen ift, fo Derifingere 
baffelbe fo fiber G ^inand nad^ X, ba§ GX = Vs AG mirb 
unb befd^ireibe fiber AX oft S>nrd^meffer einen ^albtreis, ber 
ben gegebenen ftrei« in B fd^neibe« 

11. VuflSfnng. 9{ad^bem mte in ber 5* Hnflöfung F 
befiimmt morben ift, fo befd^reibe oon F ab SRittetpunft mit 
FA ab 4)tilbme{fer einen JBogen, meld^ ben gegebenen ftreis 
in B f d^eiben mirb« 

9ttd^ bnrdd nftl^ere JBetrad^tnng nnb Xnmenbnng be0 @a|ed 
ober bie aRitteUinien im S)reied(e erl^SIt man eine 12« 9nf^ 
löfung, meldte oon ben bidl^erigen nid^t nnmefentlid^ oerfd^ieben 
i{l. 3i^t man nemlid^ AG, l^albirt eS in X, befd^reibt t)on 
A als SDlittelpttnft mit AX M 4>tilbmeffer unb oon G afö 
SDKttelfmnft mit einem ^oSbme^tt; ber gleid^ bem IVsfad^en 
be0 gegebenen ftreiiS^albmefferd ift, jmei S35gen, bie ftd^ in Y 
fd^neiben, fo mirb, menn GY gebogen mitb, bnrd^ beffen !Z)nrd§« 
fd^nitt mit bem 'gegebenen Sreife ber ^nlt D beftimmt X)er 
SBemei« wirb baburd^ geffl^/ ba§ AY gcjogen, um YZ = AY 
verlängert nnb GZ gebogen wirb, moburd^ ber oben ange^ 
beutete @a^ fiber bie SDHttellinien feine SCnmenbung finbet 

u« f. m. 

Ci» bleibt bem @d^filer fiberlaffen, ju ben oorliegenben 
^ttflöfungen, nadd ben gegebenen SCnbeutungen, ^nal^fbs nnb 
JBemeid ausanffil^ren« 9ttd^ f oOte ffir btefelben bie 2>etermination 
a\S gute Uebung nid^t oergeffen werben. 

(Sin S)reied! gu !onftrttiren, oon weld^em ge^ 
geben f inb eine @eite = a, ber gegenfiberliegenbe 
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Oittlel = « unb bie ®umme bet beibe« anbetn 
Seiten = b.«) 




1. ««mfaig. 

«nalffi«. 9t fei ABC ba» geftM^ tnütä, tum we(« 
c^ AB, AGB unb AG + BC gegeben fei; oedfingeceACnoc^ 
D fo, bat CD = CB fei, fo ifl ^ 

AD = AG + CB, alfobie fünfte ^ 

A nnb D gegeben; ba fenict 
CD »= GB, olfo CDB » CBD 
nnb bal^ CDB = VaAGB ifl, 

fo ift tm^ CDB gegeben; alfo ^- -^jß 

ift bie £age xm DB gegen AD gegeben; ba AB bet 
«rftge m^, alfo bie «ntfernung be« fnnfte« B uon A g^ 
geben ifl, fo tft au^ B anf BD gegeben; nun Regt G auf AD 
unb ift wn B unb D glei<|weit entfernt; foIgli<| i|t and^ G 
gegeben. 

«onfttttJtiott. «n AB = b bge in A einen «Mn« 
fei BAG = a, 

^albite benfd« C 

ben bux^ AD 
nnb bef^^be 
wn B attSRit» 
td|mnR mit 
einem j^olbmef* 
f et = a einen 
fttei<bogen, bet 
AD in E (obet 
EO f(!^neibe: 
ii^e BE, unb ettid^te auf AE im j^albtrungSpuntte F einen 

*) Obige «ufgoBt iß ee»S^a tootbcn', t^eilS w%m i^xn ecjic^uns 
jut folgtnbtn, t^IS um gecabe an bitfct idnal^t in aUm ecif))iclfainms 
lungeii »otfommcnbcii iufgabc {u leigm, »it btr »eifd^itbcne Oang btt 
%ial9fi* auf »of^ieboie VuflBfunsen ffi^; btnn tS geben tool^I faji dXL* 
tufgabcnfraimtungen nur bie etße bei ^ier gegebenen brei SluffSfungen. 

5» 



a6 
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^erpcttblfd FG^ ber AB in G treffe; enbUd^ jic^e EG, fö tfl 
A BEG bod gefttd^te« (Sbenfo erl^ält man bad gefuci^te 2)rete(I 
btttd^ JBenfi^nng bed ^unttei» E' *) 

SBewci«* BE = a; EG = AG, weU G auf bem im 
^albitunfl^punfte auf AE erriiä^tetett ^crpenbilcl liegt, alfo 
BG + EG = BG + AG = AB = b; enblid^ ift GEA = 
GAE = CAD; alfo EG || AG, unb ba^er EGB = GAB = a. 

2« «nfUifmtg. 

9nal9fid« ABC fei bad gefud^te 2)reie(l, unb n)ieber 

AB, AGB ttttb AG + GB 
gegeben, SBerIftngere AG 
nac^ D fo, bag GD = GB 
n)irb, unb BG na(| E fo, 
bag GE = GA wirb, unb 
jic^e BD, DE, AE, fo ift 
AD = BE = AG + GB; 
femer ift wie oben ADB = 
AEB = ViAGB, aber aud^ 
GBD = GDB = V2ACB, 
alfo AEB '^^ EBD, nnb 
^ ba^er AE i| BD; nun ift 

A EGD ^ A AGB, weil EG = AG, GD = GB unb 
EGD = AGB ift; alfo ift ED = AB; ba^er ift ABDE ein 
gleid^feitigcÄ Strapej, oon weld^em bie beibcn einanbcr nid^t* 
parallelen aber gleid^en ©eiten AB, DE, bie beiben einanber 
gleid^en S)iagonalen AD, BE unb bie SBinfel, weld^e le^tere 
mit ben parallelen @eiten mad^en, gegeben finb. Se^tereiS aber 
wirb am beften fonftmirt, inbem man eS 3U bem ^araOelo^ 
gramme AFDE ergftnjt, oon roeld^em gegeben ift eine ©cite 
AF = DE = AB, eine Diagonale AD = AG + GB, nnb 
ber ffiinlel ADF = V2AGB, meldten lefetcre mit ber anbem 
@eite mad^t. 




♦) @tatt auf AE bcn $albttung«j)crj)enbifcl FG ju erridjtcn, ffiXit 
tnan aud^ EG || AC jiel^en fönnen , tooburd^ ftd^ ber iBemeie nur toentg 
abgeSnbert l^&tte. 
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jtonfttttttion. Vn AB = b lege in A einen IQinId 
BAO == a, ^oSbxxt benfdben Hv^ AD, unb befi^teibe oon B 
als aßittelpunh mit a als |)albm(ffev einen ftteidbogen, ber 
AD in E unb F fd^neibe, aie^ BE, BF, unb bntd^ B unb A 
^avoOelen mit AF unb BF, bi« fie ftt^ in G f^neibeni 




enbliii^ jie^e EG, »eld^ AB in H fd^neibe, fo iß A BHE 
\>aS gefnd^e. 

S3emeid. BE = a. ^a BF || AG i{t, fo ift 
BFA + GAF = 2B; nun ift BF = BE, olfo BFE =? BEFj 
alfo ifl an^ BEF + GAF » 2R; ahn BEF + BEA = 
2B, olfo BEA = GAE; nun ift BE = BF = AG unb 
AE = AE; bo^et ifl A BEA ?^ A GAE, nnb bo^et 
BAE = GEA; olfo ift EH = AH, unb bo^ BH + EH = 
BH + AH = AB = b; enWid^ ifl GEA = BAE = GAE, 
olfo EH II AG nnb ba^ BHE = BAC = o. 

3* fbtflSfitsg. 

9(nal9fi«. (Si fei mieber ABC bo^s gefugte ^eied 
unb AB» AGB, AG + OB gegeben; »eidlftngece wieber ÄC fo 
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jj uaäf D, bal CD = CB 
toirb, fo ifl AD gege^ 
Ben; ebettfo ifl tote oben 
ADB = VtAGB gegeben. 
tia AB ttttb AGB gegeben 
ift, fo ift ein Aber AB bn^ 
llnttrbatet ftreidabfd^nitt ge« 
A, jB geben, ber ben SBinW AGB 

fa^, onf beffen $etip^ene dfo C liegen mu$; ba ebenfo 
ADB := Vt AGB gegeben ifl, fo ifl ebenfalte ein Aber AB ton» 
ftmitbarer ftreiSabfd^nitt gegeben, ber ben föintel Va AGB f agt^ 
unb auf beffen ^erip^erie D liegen nm|; ba nun anäf AD, 
alfo bie (Sntfemung be« ^unlteS D oon A gegeben ift, fo ift 
ber $untt D auf ber ^eripl^ie biefed itodttn SCbfd^nUtiS, alfo 
AD, alfo andd fein S>nrd^f(i^nitt mit ber $eri)>]^erie bei» erften 
Sbfd^nitted, alfo C, alfo A ABG gegeben. 

Aonftruftion. Ueber AB = a ab S^orbe bnfteuire 

imi ftreisab« 
fc^nitte, oon 
benen bereine 
ben ffitniel 
a, ber anbete 
ben fßvald 
Vs<x f<i|^ toaS 
am einfad^« 
flen auf fol^ 

_^ genbe SBeifc 

ai ^Z\ ^5~ j5 gefd^iel^t: an 

AB lege in 
A einen ffiin> 
fei BAG = a; 
auf AB er^ 
ri^te im ^albirungdpunfte D unb auf AG in A ^erpenbifel, 
.meldte ftd^ in E fd^neiben; oon E ate SRittelpunft befd^reibe 
mit EA ote {>albmeffer einen ftreidbogen, ber burd^ B ge^en 
mirb, weil E oon A nnbB gleid^meit entfernt ift; biefer ftreit« 
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hoQvx fd^neibe bie SetUngerung U» ^erpenbitett DE über E 
j^inaud in F, jie^ FA, unb bef(^retbe «on F a(8 IDKttdpttnft 
mit FA ate j^albmeffcr einen sweiten ftreifbogen, bet ebenfaO« 
bttt^ B gelten »itb, ba aud^ F oon A nnb B gleid^it ent* 
fernt ift. Son A als iDKttelpttnlt befc^teibe hierauf • nttt b ott 
l^dlbntejfer einen ftteUbogen, bet ben jnietten in G fd^neibe, 
}ie^e AG, »el^eS ben erften in H fd^neibe; enblid^ aiel^ BH, 
fo ift A ABH ba« gefnd^te. 

8e»eijS. AB =: a; ba AB S^rbe nnb AG Zangente 
be« etilen ftreidabfd^nütt AFHB ift, fo ifl AHB = BAG = a, 
aber F ift aßtttelpnntt, alfo AFB Centriwintel be« Stttüah^ 
fd^ttittt AGB, alfo ift AGB = V« AFB = Vt«J «6« 
HGB + HBG = AHB = aj alfo ip au^ HBG = Vt «J 
alfo ift HOB = HBG, nnb ba^er HB = HG, alfo Att+HB = 
AH + HG = AG = b. 

gufa^. Sie 3)etermination biefer Slnfgabe (fotme ber 
nteiften fotgenben) bleibt bem Sd^filer übertaffen mit befon^ 
beter Setfidtfid^ttgnng beffen, toai Seite 84 nnb 85 bemetit 
mntbe. * 



Sin red^'twinlHgejS S>reiedE jn lonflrniren, von 
n)eld^em bie 4>9Potennfe nnb bie @ttmme beiber 
ftatifieten gegeben finb. 

1* 2« 3* 9tt|l9fnng« 

!Da obige Aufgabe nnr oü» fpejieOer ^aO ber t)orange' 
gangenen betrad^tet merben mng, inbem l^ier ber Sinfel, 
meld^er ber gegebenen @eite gegenüber liegt, ein ted^ter ift, fo 
ftnben bie brei Xnpfnngen ber oorigen Xnfgabe nnter ben ein- 
fad^en ÜRobifttationen, meldte ftd^ für ben befonbem ^aO er« 
geben, and^ l^ier i^re Vnwenbung. S)a a* 8* bei ber britten 
Xnftöfnng ber AB gegenäbetliegenbe S3in!el ein red^ter ift, fo 
ift einfad^ über AB ate erfter ftreiSabfd^nitt ein |>alblrei» 
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ju befd^reiben, tmb bann, wie toixtcx angegeben ift, ju vtx^ 
fahren* 

CEd liegt iebod^ bie SSermut^ung fel^t na^e, bag au^et 
biefen allgemeinen %uf(0fungen nod^ befonbere auf t>a» red^f» 
roinflige iDrcied fpcjieÖ pajfenbe ju flnben fein rocrben, fonxe 
ba| biefe Äuflöfungcn mit bem wid^tigftcn Se^rfafte, ber l^ 
auf ba0 red^twinflige ©reied bejie^t, in ^^fammcnl^ang ft^^en 
merben, nemlid^ mit bem fogenannten f^t^agorifd^en Se^t/a^e. 
S)arauf grünbcn fid^ aud^ wirttid^ bie folgenbcn Äuflöfimgen, 
beten »nalgfiig ftd^ ber ©d^üler um fo me^r genau gu werfen 
^at, afe ber in berfelben verfolgte ®ang ftreng im ©effte ber 
alten Änalgtifer ift, unb babei für Aufgaben über boö red^t^ 
minflige ©reiedE fe^r l^äufig auf — tl^eilmcife fel^r eirfad^e — 
Söfungen fü^rt. «lö SJeifpiel ber Icgteren 35cmerfung ift t)or* 
aug«meif» bie folgenbe fünfte Aufgabe gewählt morbcn. ©er 
^auptfunftgriff ber Iftie^er gehörigen «naltiten ift, wie fx6) in 
bicfer unb^ber folgcnben Äufgabejaeigt, ber, bafe bad 9ic^tedE 
aud beiben tat^eten bem 9ted^tedte aud ber ^^potenufe unb 
bem jtt i^r gehörigen |)ö^enperpenbitel gleid^gefeftt wirb (weil 
beibe bem boppelten t^ISd^enin^alte bed S)retedfö gleid^ finb), 
unb ba| bcmgemafe ba« eine {fted^ledO mit bem anbern rer* 
taufd^t mirb. 

4t, ^upfung* 

analx)fij5. @« fei ABC bad gcfud^te red^twinflige 
©reiedE, t)on rocld^em AB unb 
AC + BC gegeben feien. 5Wad^ 
bem pt)tl^agorif^cn Sel^rfa^e ift 
AC« + BC« = ABS alfo 
AC« + BC« + 2AC . BC = 

4 D • J? AB« + 2AB . CD (menn oon 

C auf AB ber ^erpenbif cl CD gefäBt wirb), b. ^.(AC + BC)«=f 
AB« + 2AB . CD = 2AB(V^AB +CD), alfo:V4(AC+BC)« = 
1/2 AB (Va AB + CD) ; nun jft AC + BC, alfo au(i^ V* (AC + BC)«, 
folglich aud^ V2AB (V^AB + CD) gegeben; aber V^AB ift 
gegeben, alfo ift aud^ CD gcgebeA; folglid^ ift bie Aufgabe auf 
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bte einfädle rebttairt, ein ted^ttoinlliges IbxAtd ju fonftruiten, 
Don xoA^tm bte ^^potenufe unb ber baju gehörige ^ö^tn* 
perpenbifd gegeben ftnb. 

ftonfttultion* Sd fei a bte gegebene ^^potenufe, b bie 
gegebene ©nntnte 
ber ftat^eten; Ifiat 
birc AB ==a in C; 
errichte auf AB in 
B einen $erpen« 
büel, unb bef treibe 
uon C als ÜRittel' 
pnntt mit einem 
^albmeffer = V« ^ 
einen ftreidbogen, 
ber biefen ^erpen* 
bifel in D fd^neibe; 
iie^e CD unb ttxidttt 
auf bemfelben in 
D einen ?ßetpen^ 
bifel, ber bie ©er* 
Ifingerung von AB 

in £ treffe; über AB befd^reibe einen ^albfreid; Derlängere DB 
nod^ F fo, ba§ BF = BE wirb, jiel^e burd^ F eine ?ßaraMe 
mit AB, h\» fte ben ^olbfreid in Q trifft, unb giel^e AG, BG, 
fo ift A ABG ba« üerlongte. 

SSeroei«. AGB = R ate ©infel im ©albfreife, 
AB = a; ferner ip AG« + BG« = AB«, alfo 
AG« + BG« + 2AG . BG = AB« + 2AB . BF, 
b.§.(AG +BG)«= AB« + 2AB •BF = 4BC«+4BC.BF = 
4BC (BC + BF) = 4BC (BC + BE) = 4BC • CE = 4CD« = 
4 . H^h^ = b«; alfo ift AG + BG = b, 

Determination. 1) ®amit (AG + BG)« = 
AB« + 2AB • BF fei, muß (AG + BG)« > AB«, alfo 
AG + BG > AB, b. ^. b > a fein; 2) bamit bie burd^ F 
gesogene $araMe mit AB ben ^alblteiiS in einem fünfte 
treffe, barf BF nid^t größer ate V«AB, alfo mu& 
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(AG+BG)«<AB» + 2AB.V,AB<AB« + AB»< 2AB» 

fdn, b. ^. b batf ni^t gtöfeer \m aÜ bie JDiagonoIe be« 
Otmbratt von a. 

Knal9fi«. 92a(^bem bie «tnal^ll« wie bei «uftöfutta 4 
bi» p bem ^ntte geffi^ nxncben ift, bag man et^idt 
(AC + BQ» = AB» + 2AB . CD, fo folgt batou«: 
(AC + BCO» — AB« — 2AB . CD, ober toetttt AC + BC = b, 
AB = a gefeit wirb, b» — a» = 2a . CD; mithin 
Vib« - V*»* = V.» . CD, b. 5. (V,b + V.a) (V.b - Vi») = 
V,a . CD; ober V«» : V«b — '/»» = Vib + V«» : CD; 
ba in biefet ^Jtopottion bie brei etften ©liebet befonnt fmb, 
fo fon» ba« »iette gefunben wetben; wotouf bie «nal^p« wie 
im Vorigen fi^Iiegt 

«onflrnltiott. - AB = a ^ire in C, ocrWngere 

CA uttb CB 

M ^ über A unb 

B fo na«^ D 

nnb £ , ba§ 

CD = V«l> ««^ 
CE = V,b ifl; 
auf AB erriete 
in B einen 
^etpenbilel BF — BE , jiel^e CF nnb bnr^ D «ne parallele 
mit CF, bis fie bie tSerUngemng oon BF in O trifft; Aber 
AB bef^reibe l^ieranf einenl4>(ilb(reit nnb ivt^ bnrd^ G eine 
^aroOele mit AB, bit fie bcn ^olblreis in H trifft; enbli^ 
aie^ AH unb BH, fo ifl A ABH baS oerlangte. 

»ewei«. AB = a,AHB = R; femer ijtAH» + BH« = 
AB»; alfo AH» + BH» + 2AH . BH = AB» + 2AB . BG, 
b.^. (AH + BH)» = AB» + 2AB.BG = AB» -f 4CB.bg« 
AB» + 4BD . BF (we« CB : BF = BD : BG, alfo 
CB . BG = BD . BF ijt) = AB» + 4BD . BE = 
4AC» + 4 (CD + CB) (CE — CB) = 4AC» + 4 (CD + BC) 
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(CD — CB) (»eU CD = CE Ijl) = 4AC» + 4CD»— 4CB»= 
4CD» = 4 . »/«!)• = b»; alfo ijt AH + BH = b. 



y. ^aufgabt 

«in ted^twinllises Z)reie(t |u lonfttttitcn, von 
wtiattm bie ®uinme Beibet Statl^eten = a nnb bct 
4>6^cii9ev9enbilel » b gegeben finb. 

1. fbtfßifniig. 
«nal9fi«. ABC fei \><a gefugte t^ttwi, von ml^fm 




AC + BC uttb CD gegeben feien. T>ta genö^nlid^ Set» 
fa^en, nod^ weU^ man bie gegebene ®nnnne babnt^ bat« 
fieQt, bag man entwebec AC um BC ober BC nm AC fibet C 
yimra verlängert, wfirbe ^ier au feinem 3t^< filmen, ba von 
ber Sage biefer @nmme gegen bie gegebene ^S^ CD ni^td 
bdannt i^l^iDtan jiel^t ^ier paffenber burd^ C eine $ara0ele 
mit AB, nnb majt CE = CA, CF » CB, fo ift EF = 
AC|+ BC gegeben. Vtaa erg&nje l^ieranf bie bnni^ ECA nnb 
FCB befUmmten K^mben CEQA, CFHB, inbem man bnr(^ E 
nnb F ^araOelen mit CA unb CB jie^t, bis fte bie SerlSn« 
gerungen tnm AB in unb H treffen, nitb «erUngere OE nnb 
GF, bi» fie f{^ in E f^^oeibeK, \i ift EEF » ACH = B. 
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dte^t man enblic^ CK unb fSKt oott C auf 6E unb "BK $et« 
penbifel CL unb CM, fo ergibt fi^ \A^t, bo| CL = C!M = CD 
x% weil CE = CA, CLE = CDA =B, unb GBL = EGA = 
CAD, alfo A GEL ^ A CAD unb ouö gleid^en ©iHlnben 
A CPM ^ CBD ifl. ®a nun MKL = CLK = CMK = E, 
alfo axi^ LCM = K, unb CL = CM ift, fo ift CLKM ein 
Duabtat, beffen ©eite = CD, olfo gegeben ift; »titi^in ift aud^ 
feine diagonale CE gegeben, unb jugleid^ roiib LEM obet EEF 
buT^ CE ^albirt 3)a](|cr ift A EFE mfl^ ®eite 60 Beftimmt, 
ba EF, EEF unb CE gegeben fmb, b. ^. obige Slufgobe ift 
auf bie @eite 50 gelöste rebujivt: ein 3)ieie<{ ju !onfttuiten, 
Twn welkem gegeben finb eine ®eite, ber gegeniibetKegenbe 
Sßitttel unb bie ^albirungSlinie biefe^s aßinteld. 

Äonftruftion. SWo#em (no^ ®eite 50) A EFE fo 
fonjtxuirt worben, ba| bie @eite EF gleid^ bec gegebenen 
@unime a beiber Statteten, bet gegenilberliegenbe ^inlel 
EEF = B unb bie ^olbirungslinie EC be8 SBinfefö EEF 
gleid^ bet £)iagonaIe beiS übet ber gegebenen $ö^e b bef(i^rie< 
benen OuabrateS gemalt würbe, erri(^te auf EF in C ben 
^erpenbiW CD = b, jie^e burd^ D eine parallele mit EF, 
unb burd^ C ^araOelen mit EE unb FE, h\& fte bie erße $a« 
■ rallele in A unb B fc^neiben, fo ift A ABC ba» gcfuci^te. 

8etoei0. S3ott ü fäQe bie ^etpenbiM CL, CM auf EE 
unb FE« JDa EEF. = 3, unb EG ^albiiungSfinie von EEF 
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tfi, fir ift I.KC = V» B; oBet KLC — B, Älfo at4 LCK = 
V, B, ober KL = LC; eftenfo ift KM=MC; abetKL || CM, 
unb EM II LG; alfo ift ELGM ein glcid^fritigt« unb ted^t* 
vmUiQt» ^araOelogtamtn, ober ein Ouabtat, beffcn S>iagonaIe 
KC ifl; olfo mu| bic Seite biefe« Quabtot« == b fein, ober 
CL = CM = CD. Iba nun CLE = CMP = B = CDA = 
CDB, unb LEC = ECA = CAD ttttb ebenf o CPM = FCB = 
CBD ift (wea KE || CA, KP || CB unb EF || AB ifl), fo 
ift A CEL ^ A CAD nnb A CFM ^ A CBD, alfo CE = 
CA unb CP = CB; bolzet CA + CB=CB + CP =EP = a. 
Sinn ifl aber ACB = EKF = B «nb CD = b; alfo ifl 
A ABC bo« »erlongte. 

guf a|. (Sani auf a^It^e SBeife Ifigt fi(^ bie allgetneitte 
Sbtf gäbe Ufen, ein Srcied )u lonftruiren, oon toeU^ent ein 
Sßinlet, bie @unune bec beiben i^n einf(^tte|enben Seiten 
unb ber )ur brttten Seite gel^örige $d^ent)et})enbtlel gegeben 
finb. @pti\(U auf ben |>^t]^agorif(^en Se^rfo^ gegtünbet, 
«ifo-nur fftr bo8 re^ttoii^ige S>reie(f gültig ifl bogegen fot» 
genbe ^flSfnng, totU^ in bem ootliegenben gaOe gugleic^ 
bebeutenb einfach ifl. 

2. ttnfUifitiid. 

«nal9fi«.AC»+BC«=AB«,arfoAC«4-BC«+2AC.BC= 
AB« + 2AB .J3D, b. ^. 
(AC+BC)»=ÄB (AB+2CD) 
ober AB : AX) + BC = 
AC + BC : AB + 2CD; 
ba nun AC + BC mittlete 
^opottionale gwif t^en AB 
unb AB + 2CD ifl, fo ifl, 
wenn AC + BC att Sangente an einen Ätei8 flesogen wirb, 
bejfen ^albmeffer CD ifl, AB ba« äußere ©tütf ber ju biefer 
Sangente gehörigen ©elante, wdd^e bur<| ben IDHttelpunft ge^t; 
alfo ift AB, fblgli# A ABC gegeben. 

«onflruftion. »on A oö aJHttelpunlt bef<5w»B« «^ 
einem |>attmeffer = b einen «rei«, jie^e einen beliebigen 
©urd^meffet BC, unb bw ^attweffe? AD fenlre(|t ouf BC, 
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an D jic^ bie Xansetite DE = a, |ie^e AE unh U\^t^t 
von A oi» anittd^mnlt mit AE ab 4>animeffet einen ftwP 
bogen, bec bie 
SerlSngenmg 
Qon BC in F 
treffe ;fiberGF 
ab iDntii^mef» 
fer befcl^eibe 
einen 4^aI6< 
bei«, ber DE 
in G trtffej 
enblid^ jiel^e 
CG unb FG, fo ijl A CFG ba« gefud^te. 

«emel». CG«+FG'=CF«,arfoCG« + FG«+2CG.FG= 
CF« + 2CF • AD (weil AD = b bie 4>8|e wn A CFG 
ift) = CF« + 2CF . AC =CF« + 2CF . AC + AC« — AC« 
= (CF + AC)« — AC« = AF« — AC« = AE« — AD« 
= DE« = a«, b. ff. (CG + FG)« « a«; alfo ijl 
CG + FG « a*) 

Determination. S>a DA ^S^t nnb CF 4>9potettnfe 
be«!Breie*»ijl, fomnlDA < VjCF,aIfo2DA < CF fein; 

mm ift 

(CG + FG)« c= CF« + 2CF • DA; olfo mn§ fein 

(CG + FG)« > 4DA« + 4DA . DA. 
> 8DA«, lAer 

a« > 8b«; b. ^ bie 6ttmme ber beiben ftat^eten Uix^ nl^ 

Heiner fein aÜ bie bo^ip^. Diagonole bef über ber 4>6^ 
befd^ebenen Onabratt. (Eine fil^nliil^e Determination ^Stte 



*) !^et Zettel« IS|t fi($ au^ bobut^ aBSttbetn, baf num ))en F an 
ben itrcie A eine Xangeitte FH imb l^ietouf AH liel^t, unb bekoeilt, bag 
A AFH ^ A ^^^' ^V^ ^^ == ^^ ^f^' Mxaxa fi^ tote oben ^unSd^ 
ergibt: (CG + FG)» = CF* + 2CF . AC = CF (CF + «AC) = 
2CF . BF = FH« s= D£'^ «» a;i; alfo CG + FG « a. 
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fid^ aM ber erflen Vttftöfuits et^oßcn laffen, inbem ftd^ bort 
Dermittelft bet ftonftttttHim be0 t>xÄtäS EFE oM bem ge* 
gebenen EF, bem SBinlel EKF = B unb ber ^olbirungi^ 
Knie CK biefe« föinlete ableiten Keg^ bag unter aOen über EF 
ate ^^potenufe befd^riebenen red^tminlligen S)reie(Ien ha» gleid^« 
fd^ntlige bie grSgtmSglid^e ^albimngSKnie \>t» redeten SJinfeld 
l^abe; ba nun biefe l^alb fo gro§ ift aÜ EF, fo ^(gt barauiS^ 
bag EF nid^t Heiner fein barf als 2CE, b. 1^. al« bie boppelte 
S>iagonaIe bed Onabrats ber ^öf)t. 

gufa^. S)ie obige ikveite ftonftmition l^tte man aud^ 
au§ ber algebraifd^en S3e|anblnng unferer Slufgabe (Seite 48) 
ableiten Mnne n, tiotmx ma n nid^t ben bortigcn ©d^Iußtoertl^ 

z=— b-f y a* + b«, fonbem bie frül^ere ©leic^nng 
zs + 2bz = as bnflruirt ]|&tte, and n^etd^r ftd^ ebenfalfö 
Ä (z + 2b) = a«, ober z : a = a : z + 2b ergibt, mad 
mit ber obigen ^|)ortion AB : AC + BC = 
AC + BC : AB + 2CD ibentifd^ ifl. 

VI« ßiuf%nbt. 

(Sin gegebener ftreis ijt burd^ einen S)nrd^' 
meffer AB in 3»ei ^alblreife getl^eilt, nnb auf 
ber ^erip^erie beS einen ^alblreifeS finb amei 
fünfte nnb D gegeben; auf ber ^eripl^erie beiS 
anbern ^albfreifeiS einen ^unlt gu fnd^en, ber bie 
<£igenfd^aft l^at, ba§ bie t)on il^m na^ ben gege« 
benen ^untten G unb D gezogenen Sl^orben ben 
Z)urd^mefferAB in gleid^erCntfernungoom aRittet 
punfte E fd^neiben.*) 

L KttPfnng. 

Xnal^fiS. a» fei F ber gefnd^te ^nnlt, ber bie (Eigene 
fd^aft labe, ba§ FC nnb FD ben S>urd^me{fer AB in G nnb. 

*) !3)iefe fd^toierigete t)oit ^ieflettoeg Beatbciteie ^fgabc iß ^ter giim 
6c^Iuffe beigefügt tootben, um (m$ an einet fold^en Aufgabe ^u aeigen, toie 
t)erfd^iebene Hilfslinien einen t)erf$iebenen ®ang betSlnal^fi« nnb bemgemSf 
t)erj<i$iebene ^onfiruTtionen bebingen. 
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H fo f(|neiben, bo§ EG = EH fei. ©utd^ C jte^eCK || AB, 
fo iftE gegeben; alfo ift au^DE gegeben, ^Iglii^ ber ^untt L, 
in welkem DE unb AB einanbec oerlängett fd^neiben; jiel^e 

HE, CE], EE, fo ifl 
JP , CE =^:EE, EG = EH, 

_^A '^EEB (ba »0* 
gerTAC = Sogen BE i|l) ; 
aTfoiftACEG^ AEEH 
unb bo^er CGH = EHG, 
olfo m^ AGC = EBB; 
ober AGC_ = GCE = 
"PDE"(bäf"bcibe leiteten 
Sinfel ^eri^j^eriewinfeT auf bem Sogen' GBE'finb); folgli^ ift 
auc^ EHB = FDE; nun ift ELH ■= DLH; olfo ift 
A HEL oö A DHL, unb bo^er EL : HL = HL : DL; 
olfo EL . DL = HL«; mithin ift HL glei^ bet oon L an 
ben ftrei« geaogenen SEangente; folglid^ ift HL, alfo H, unb 
ba^er auc^ DH, ^Iglid^ F gegeben. 

fiottflruttion. SJutd^ C sie^e CE ll AB; aie^e DE 
unb oerlängere e8, bi« tS bie SJerlängerung oon AB in L 
trifft; oon L jic^e an ben firei« bie Sangente LM, unb be« 
f(i^etbe »on L ate SKittelpunft mit LM al« ^albmeffer einen 
Sogen, ber AB in H treffe; gie^e DH unb oerlängere e8, bi8 
c« ben Srei« in F trifft, fo i^ F ber gefuc^te tßunft. 

Sewei». ^ie^e FC, ml6)tä AB in G ft^neibe, EC, EE, HE. 
!Da LM STongente unb LD ©cfante be« fireife» ift, fo ift 
LM« = LE . LD; alfo,, weil LM = LH ift. m^ LH« = 
LE . LD; folglid^ ift LE : LH = LH : LD; bo nun aud^ 
ELH = HLD ift, fo ifl A HEL c« A DHL, unb bal^er 
EHL = EDH = ECF = AGC; alfo au(^ EHE = CGE ; 
ba nun and^ EEH = CEG (al« Centriroinfel auf ben gleid^en 
Sögen BE unb AC) unb EE = CE ift, fo ift A EEH ^ 
A CEG, unb bo§er EH = EG. 

Sufo|. SBenn «ton auf bet JBettängetunfl bon AL übet 
L ]^mau8 bon L auS ein ©tfldf = LM oBfd^neibet, unb ben 
erhaltenen 5|8unft mit D betbtnbet, fo erbölt mon ouf 5^> 
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Kd^c ®cifc auf bcm ^alBIrcifc ACDB fclbft einen ^ßtoOt, 
bcr bie ©tgcufd^aft ffot, ba| btc Don il^m m^ C unb D ge^s 
jogcttcn ©Sorben gel^örtfl bcriangcrt bie SSeriänaerungett beiJ 
S)urd^meff er§ AB in gleid^cr Stttfemung t)om SRittelpunlte E 
fd^ncibcn. 



2. «upfimg. 

«naigfi«. (S« fei roicbcr P ber gefud^te ^unft, ber bie 
©gcnfd^aft ^ahe, ba§ bie Sl&orben FC, FD ben X)urd^mejf er AB 
in G unb H fo fd^nciben, bag EG = EH fei. SSon D jie^e 
ben ajurd^mcffcr DK unb gic^e GK Da DE = EK, EH = 
EG unb DEH = KEG ift, fo ift A DEH ^ A KEG, unb 
bälget EDH = EKG, alfo 
DF II KG; folglich auc^ 
.KGF = CFD. 5ßun ift D, E, 
alfo aud^ K gegeben; femer ba 
C unb D gegeben ift, fo ift aud^ 
bcr auf bem Sogen CD ftcl^enbe 
^eripl^erieroinlel CFD, alfo aud^ 
KGF, folglid^ aud^ fein Sieben* 
winlcl KGC gegeben; nun ift 
CK gegeben, alfo ift ber ben 
SBinfel KGC faffenbe fireiÄabfd^nitt über CK, mithin an^ fein 
Durd^fd^nitt G mit AB unb ba^er aud^ F gegeben. 

ftonftrultion. JBon D jiel^e burd^ ben iUlittelpunft E 
ben SJurd^meffer DK, unb jie^e CK; crrid^te auf DK in K 
unb auf CK im ^albirung^punlte L ^etpenbifel, bie fid^ in 
M fd^neiben; von M als Sßittelpunlt befd^reibe mit MK ald 
^albmcffer einen ftrei«bogen, bcr aud^ burd^ C gelten wirb, weil 
M ron K unb C gleid^ nfeit entfernt ift; c« fd^neibe biefer 
ftreiöbogen AB in G, jie^c CG unb ücriängcre e« nad^ F, fo 
ift F ber gefud^te ^unft, 

Sero ei«, ^iel^c DF, roeld^e« AB in H fd^neibe; jicl^e 
ferner KG; ba DK Tangente unb CK ffi^orbc bc« oomüBittel- 
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punftc M bcfd^ricbcncn 'ftrcid* 
bogen« tft, fo ift ber ^crip^cric- 
toittfcl bc8 übet CK auf bcr 
©eitc DonM licgcnbcn Ärcii^ab' 
fd^nitt« = CKD, alfo bcr ^e* 
rtp^crictoinfcl be« ©raänjungi^*' 
abfc^nittö CGK = 2E — CKD. 
<DQ^cr ift KGF -= CKD; 
aber CKD = CFD aU $e- 
ripl^eriewinfcl auf bcm nettilid^ett 
S5ogen CD; ba^er ift auc^ KGF = CFD, unb ba^er KG || FD, 
alfo GKE = EDH; aber auc^ GEK -= DEH unb KE = DE ; 
alfo ift A GEK ^ Z\ HED, unb ba^er EG = EH, ^ 

8ufa|. S)cr öon M afö SRittcIpunft mit MK atö ^atb^ 
mcffer bcfd^rtebcne firci§ fd^neibet AB nid^t Mo^ in ö, fon^ 
bern eö gibt einen 2tcn S)urd^fd^nitt auf ber SSerlängerung 
öon AB über A l^inauS. Senilst man ben lefetcrn unb 
lonftruirt imllebrigen n)ic oben, fo crl^ött man toicbcr einen 
^unlt auf bem §aI6f reife ACDB, ber bic ©igenfd^aft f)at, 
ba§ bie öon il^m nad^ C unb D gcjogcnen ©Sorben öerWn^ 
gert bie aScrIöngerungen Don AB in jwei 5ßun!ten fd^neiben, 
bie öon bem SRittel^rnnfte E gleid^toeit entfernt finb. 

3. «upfuttg. 

«nalqfi«. ©«fei wicber F ber gefud^tc $unft, unb 
ba^er, rocnn FC unb FD gebogen ftnb, EG ^ EH; üon F 
au« jie^e ben Durd^mcffer FK, oerWngerc DC nad^ L, unb 
jiebe CN || AB, welche« FK in M fc^neibe* Da CN || GH 

^_r ift, fo ift CM : MN = 

GE:EH; aber GE =:rEH, 
alfo aud^ CM = MNJ 
fällt man ferner wn E ben 
^erpenbifel EO aufCD, fo 
ift auc^ CO = OD; alfo 
ift CM : MN = CO:OD, 
unb ba^er, wenn MO 
gejogen wirb, MO || ND, 
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dfo COM = CDP = CKP (mctttt CK gcaogcn wirb, 
ba bcibc leiteten ffiinfcl auf bcm Sogen CAP fielen); 
b. 5. COM =^ CKM, unb ba^er CKOM ein ftrei«oicrec!; 
folglid^ ift aud^, wenn KO gcjogen wirb, MKO = MCO = 
ELO (ba CN II LB ift) b. f). EKO =ELO; wenn ba^er LK 
geaogen n^itb, fo ift au^ ELKO ein ftteidmered; folgli^ ift 
LKE = LOE, aber LOB = E, alfo au^ LKE = B; ba^er 
ift LK SEangentc. 5Run ift C, D, alfo an^ L, folgli^ K, 
folglid^ aud^ KF, alfo F gegeben. 

Äonftruftion. S^^¥ CD, unb t^etlängere a, bi« e« bie 
Serlängcrung wn AB in L trifft; oon L jicl^e an ben ftreiÄ 
bie Siangente LK unb burd^ K ben IDurd^meffer KP, fo 
ift F ber gefud^te ^unft 

»eroei«. ^ie^e PC, FD, weld^e AB in ö unb H 
fd^neiben; jie^e femer CK unb CMN || AB; enblid^ fSQe von 
E auf CD einen ^erpenbitel EO unb jie^c MO, KO. ®a LK 
Sangente, alfo LKE = B unb ebenfo LOE = B ift, fo ift 
LKOE ein «rei«üiercdf, unb bal^er OKE = OLE; aber 
OLE = OCN; alfo auc^ OKE = OCN, b. 5. OKM = OCM, 
unb ba^er aud^OKCM ein ftrei«oieredE; ba^er ift COM = CKM, 
aber CKM = CDP, weil beibe auf bem Sogen CAP fielen; 
alfo aud^ COM == CDP, unb ba^er OM || DN, folglid^ 
CM : MN = CO ; OD; aber CO =0D, alfo aud^CM = MN. 
SRun ift enblid^ CM : MN = GE : EH, weil CN || GH i|l; 
folgKd^ ift arx6) GE = EH. 

8ufa^ 1. 3)en auf bem ^alblreife ACDB liegenben 

analogen ^nlt erl^ätt man, Wenn man Don L bie {Weite 

Xangente an ben fireid jiel^t, unb im tlebrigen wie oben 
t^erfS^. 

3ufa^ 2. ©ftmmtlid^e ftonftrultionen Werben einfod^er, 
wenn CD || AB ift, inbem bann ber gefud^te ^nlt auf 
bem ^attlreife AFC, fo wie ber onalogc 5ßttnft auf bcm 
^attfrctfe ACDB bie bcibcn »urd^fd^nitte beS auf CD im 
^ottirunggpunftc errid^teten ^crpenbilefö mit ber ftreii^ 
ptxipffttxt jinb. 



6* 
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§•3. 



mit bet JlonfImCtion unh hem ^Setoeife* 

föenn bie ^tnal^fti^ DoDettbet ift, fo fann bte Aufgabe ate 
9cld«t bctrad^tct tocrbcn; benn jene geigt ja, lOte aud bcn ur* 
fpränglid^ gegebenen fünften nad^ unb nad^ anbete fünfte 
folgen, bie ebenfalls atö gegeben erf (feinen. S)ie fionftrultion 
l^at fottiit ber Änal^p« ©d^titt für ©d^rilt ju folgen, unb bie 
^unlte genau in ber Orbnung aud einanber abguleiten, in 
weld^er fie bie SnalgfiiS ald gegeben unb an» einanber fid^ er^ 
gebenb feftgefteUt ^at SRel^men wir afe Seifpiel bie VI. «uf* 
gäbe ®eite 79 unb jwar bie erfte %uf(öfung* üDie bortige 
Snal^fii^ i^igte, ba§ an» ben urfprünglid^ unb burd^ bie %ttf^ 
gäbe felbft gegebenen fünften A, B, C, D, E junäd^ft K ald 
gegeben abgeleitet werben tonne, an» K aber L; burd^ L be« 
ftimme pd^ H unb burd^ H enblid^ F. 5>ie ftonftruftion be* 
pimmte aud^ wirflid^ junäd^p K, inbem CK li AB gejogen 
tourbe, hierauf L burd^ di^^^^^S ^^^ ^^ ^^^ 93erlängerung 
i\» jum S)urd^fd^nitt mit ber oerWngerten AB, hierauf H ba« 
burd^, bag t)on L bie Siangente LM gejogen unb LH = LM 
tH)nLA abgefd^nitten würbe; enblid^ würbe ber gefud^te^nftF 
bepimmt, inbem DH gejogen unb hi» ;um S)urd^fd^nitte mit 
ber ftreidperipl^cric oerlängert würbe. 

!Die Äonftruftion ^at alfo ber Änal^piJ ©d^ritt für ©d^rttt 
}tt p)Igen unb bie ^untte, weld^e ;ur SBepimmung ber burd^ 
bie aufgäbe geforberten J^gur nöt^ig pnb, ganj in ber Orb* 
nung aud einanber abjuleiten, in weld^er bie Snalqpd pe ate 
an» einanber folgenb nad^gcwiefen ^at Die «nal^p^ unb bie 
ftonftruftion führen bal^er im äßefentlid^en auf bie nemlid^e 
2rigur, nur mit bem Unterfd^lebe, ba§ bie Änalgp« nid^t auf 
bie ©röge ber gegebenen ©tüde Jftüdpd^t nimmt, fonbem nur 
unterfud^t, wie bie gefud^ten ©tüäe mit gegebenen ©tüdEen ber 
nemßd^en Xrt jufammen^ängen, wä^renb bie Sonprultion 
genau oon ber gegebenen @röge ber gegebenen ©tüdEe aud* 
ge^en mn% S)ie ftonftruftion wirb babei übrigem^ oft fiinien 
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aiel^en, toeld^e bie Knal^fiiS nid^t nötl^ig ^attt, unb gtiKit in 
ottcn bcn gfittcn, wo ein ^unft bnrd^ Änwenbung einer ^Uf«* 
aufgäbe befttmmt n^irb, ben bie Xnal^ftS eben mit Sflfiitftd^t anf 
biefe ^ilfiSaufgabe aU betannt tiorauiSfe^te« (SRan rergleid^e in 
biefer ^infid^t ^nal^ftd unb Jlonftruttion bei bet 3ten Xnf^ 
löfung ber HI. Aufgabe ©cite 69.) (Dagegen fehlen ber au« 
ber j^onftruftion fid^ etgebenben f^igur ebenfo ^äuftg Sinien^ 
wel^e bie Snal^ftd nöt^ig ^atte; eiS finb bieg biejenigen Sinien, 
xoüä)c bie ^(nalgftiS für ben ^twzii^ beftimmtcr (Sigenfd^aften 
bebarf, burd^ n)eld^e bie gefud^ten fünfte ald gegeben betrad^tet 
werben bärfen. ®o 3. fd. in ber oben erwähnten Aufgabe VL 
©eitc 79 würbe burc^ Sic'^w«9 ^^ 2mtn CE, KE, KH nad^^ 
gewiefen, ba| KHL = LDH fei^ woran« fid^, weil jugleid^ 
KLH = HLD ift, bie «e^nlid^feit berJDreicdEe HKL unb DHL 
ergab, weld^e nad^gewtefen werben ntngte, um f daliegen jn 
Idnnen, bag HL mittlere proportionale jwifd^en KL unb DL# 
olfo gleid^ ber oon L an ben fireiiS gejogenen SCangente fei« 
Se^tere Sigenfd^aft aber gu wiffen, war not^wenbig, um H aU 
gegeben betrad^ten ju bürfen; bal^er war für bie jtonfhuftion 
wo^I bie Siangente LM nöt^ig, nid^t aber bie Sinien CE, KE 
unb KBL S)iefe4e|tern fommen erft wieber oor ate ^ilfÄinien 
bei ber fjü^rung beö SJewcife«* 

aSergleid^en wir nun aber ben JBewei« mit ber Änal^fiiJ, 
fo finben wir, bag ber erftere gcrabe ben umgef ehrten ®ang 
gel^t oon lefeterer. Der ®runb baoon liegt barin, bag bie Ana* 
\r)f\§ oon ben (Sigenfd^aften ber gefud^ten ®röge audgel^t, um 
auiS i^nen ben S^f^^^^^^^^^S ^^i ^^^ gegebenen @r0gen ab« 
guleiten, wäl^renb bei bem SBeweife oon ben gegebenen ®rdgen 
auiSgegangen wirb, unb bie iRad^weifung, bag bie gefud^ten unb 
burd^ bie ftonftruftion gefunbenen ®rögen wirflid^ bie ©erlangten 
Sigenfd^aften ^aben, ber ^nbjwedE unb \>a§ ©c^lugrefultat bed 
ganzen S5eweife8 ift. ©aö bal^er bei ber ÄnaIt)fiiJ ate (grfte« 
erfd^eint, ift bei bem SBeweife baö £e|te, unb bicfem SSer^ält, 
niffe entfpred^enb leieren ftd^ bal^er alle ^Folgerungen ooQftänbig 
um, fo ba§ in oielen gäHen ber JBewei« gleid^fam bie oon 
leinten l^erein gelefene Vnalgfti^ ifL ®o 3. 93. in bem ange* 
fü^en SJeifpiele ©eite 80 ge^t bie Xnal^ftd aw& oon ber 
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®Ie{d^^ett üon EG unb EH, fd^Iiegt batau« auf bte ftongtuenj 
bcr Dretcde EOG unb EHE, au« bicfcn auf bie ©Icid^^cit bcr 
©infcl HDL unb KHL, barau« auf bic «c^nltd^fcit bcr ©rei^ 
cde HDL unb KHL, unb au« biefcr «c^nlid^feit leitet fie bic 
ftctigc Proportion ab: KL : HL = HL : DL, woran« enblid^ 
ba« @d^Iu§refultat f\6) ergibt, ba§ LH gleid^ bcr wn L an 
ben Ärci« gejogenen 2:angcntc fein muffe, ©enau ba« Umge* 
leierte ift ber @ang be« aSen^eife«. Sc^tcrer ge^t nemlid^ baton 
aus, ba§ LH = LM fei,' leitet barau« bie Proportion ab: 
KL : HL = HL : DL, fd^Iie§t barau« auf bie «€^nn<i^!ett 
ber Dreiede HDL unb KHL, leitet barau« bie (SHeid^^eit ber 
ffiinlel HDL unb KHL ab, fommt baburd^ auf bie Äongrucnj 
ber Dreiedtc EGG unb EKH, unb fd^lie^t barau« enbli<i^ auf 
bic ®Ieid^^eit ton EG unb EH. Ste^nlid^e 9lad^n)eifungen laffen 
ftd^ für bie übrigen «naigfcn unb SBeweife be« oorigen ^ara«= 
gropj^en geben. 

®a nad^ ber oorfte^enben ffintwidlung bie ©d^Iüffe für 
ben SBewei« in ber umgelelörten Orbnung folgen oon ber, in 
xotläitt bic @d^Iüffe ber Vnal^fl« au« einanber ^eroorgel^en, fo 
ergibt fid^ mit SRot^wenbigfeit , ba§ in oielen fjätten bie ßel^r* 
fä^c, auf xoiliit ftd^ ber SSewei« grünbet, bie Sonocrfen fein 
n^erben oon benen, weld^e bie ^(nal^fl« beburfte. 

3n bcm ooranfte^enben ffleifpiele würbe j. JB. bei ber 
«naigfx« au« ber Proportion KL : HL = HL : DL gefd^Ioffen, 
ba§ HL gleid^ ber oon L an ben ftrei« gezogenen 2;angente 
fein werbe, bei bcm JBeweifc aber umgefc^rt barau«, baß HL 
gleid^ bcr S^angente gemad&t würbe, bie Proportion KL : HL = 
HL : DL abgeleitet. Qfm erften ©d^Iuffe würbe alfo ber affge* 
meine @a$ angewcnbet: wenn eine gerabe Sinie bie mittlere 
^oportionak ift iwifd^en ber gansen von einem ^unlte auger^ 
l^alb be« ftreife« burd^ benfelben gciogenen ©plante unb bcm 
augerl^alb be« ftreife« liegenben @tüde berfelben, fo ift fte gleich 
ber oon bcm nemlid^cn fünfte an ben ftrei« gcjogenen 2:angente ; 
bcm jweiten ©d^Iuffc aber Hegt ber umgef eierte ©aft ju ®runbe : 
wenn eine gerabe £inie gleid^ ber oon einem fünfte außerl^alb 
eine« ftreife« an benfelben gciogenen Stangente ift, fo ift fte bie 
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mittlere ^toportiottale swifci^ctt itgciib einer oon biefetn fünfte 
burd^ bell ftrei« gcjogencn ©ctantc unb beut außerhalb be« 
Ärcife« liegenben ©tüde berfclbcn. 

Damit l^ängt jufammcn, ba§, mcnn e« fid^ um JBcroeife 
ber «el^ttlid^feit ober Äongrucnj Don ©retcdcn l^anbelt, für bie 
«tiolgfiij geroöl^ttUd^ ein anbcrerSa^ angcmenbct wirb, ate für 
ben barauf folgenbcn ©cmei«. Qi» muß babci aufmcrffam ge* 
mad^l merben, bag bie perfd^iebenen ftongruenj' ober Ve^nlid^« 
feitj^fä^e ate Conoerfcn von einanber bargefiettt werben fönnen. 
?Rel^mett mir j. JB. bte beiben ®ä§e: jmct ©reiede pnb Ion* 
gruent, wenn eine ©eite unb gwci gleid^Iiegcnbc ©infel g(cid^ 
finb, unb: jwei S)reic(fe ftnb fongrucnt, wenn in beiben awei 
©eitcn unb ber eingefd^Ioffcne ffiinfel gleid^ finb, fo ifi im 
erjten ber @a§ entl^atten: wenn in jmei 56reic(fen eine Seite 
unb jmei glei^Iiegenbe ffiinfel gleid^ finb, fo fmb aud^ a^ei 
@eiten unb ber t)on i^nen eingefd^Toffene SBinlel in beiben gleid^, 
im jmeiten aber ber umgef eierte @afe;. wenn in jmei Dreledten 
jwei ©eilen unb' ber dou i^nen eingefd^Ioffenc Äinfel gleid^ 
ftnb , fo ftnb aud^ eine ®eite unb amei gleid^Iiegenbe ffiinfel in 
beiben gleid^. ®Ieic^e0 gilt für bie 9el^nlid^teiti»f&^e. Sßir 
Tonnen bieß fogleid^ an bem angefül^rten Seifpiele nac^meifen. 
©eite 80 rourbe in ber ?fnalgft« au« ber ®orau«fe$ung, bag 
EG = EH fei, unter ber weiteren SHad^weifung, ba§ aud^ 
EC = EK, unb CÜG =^ KEH fei, bie ftongruena t)on A CEG 
unb A KEH bewiefcn, unb barauö gefd^Ioffen, baß aud^ 
CGE = EHE fein muffe: ci^ würbe olfo ber aweitc oon ben 
fo eben erwähnten Äongruenafäfeen angewcnbct. Sei bem fpftter 
folgenben Seweife bagegen mußte au« ber ftongruena erft ge« 
fd^Ioffen werben, baß EG = EH fei; alfo tonnte bicfe Se* 
bingung nid^t für bie Äongrucna fclber oerwenbet werben; ba/ 
gegen fonnte gcrabe ba« oor^er ou« ber Äongrucna Abgeleitete, 
nemlid^ bie ©leid^l^cit oon CGE unb KHE oorau«gefe|t werben, 
wÄ^renb bie beiben anbern SBebingungen , boß EC =■ EK, unb 
CEG == KEH fei, biefelben blieben, unb fo folgte baf)er bie 
ftongruenj oermittelft be« erftcn ber oben erwähnten ftongruena» 
fä|e* Cbenfo würbe in ber «naigft« bie Äel^nlid^feit ber S)rei» 
edfe HKL unb DHL au« ber ®Ieid^^eit a»eicr ffiinlel gef d^Ioffen, 
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ticmltd^ barau«, baß HLK = DLH, unb KHL = HDL fei, 
aM bicfcr Äcl^ttlici^fcit aber würbe bie ^Proportion KL : HL = 
HL : DL abgeleitet; umgefel^rt tDurbe im folgcnbcn Setoeifc bie 
«e^tiUci^feit ber nemlid^en S)reie(feauö ber ^Proportion KL :HL = 
HL : DL unb ber ©leid^^eit ber ©inlel HLK nnb DLH ge- 
fd^loffen, alfo ber ©aft angeroenbet: jroei ©reiecfc fmb äl^nlid^, 
wenn in beiben ein ©infel gleich nnb bie il^n einjd^ließcnbcn 
©eiten proportionirt fitib; au« ber «el^nlid^feit aber würbe erft 
bie ®Ieid^^cit ber SBinlel KHL unb HDL gefolgert 

SBenn bal^er and^ bie ^nal^fis in ber ftrengften f^orm ge^ 
fit^rt wirb, fo fann bod^ wöglid^erweife bei ber gffl^rung bed 
SiBeweifeiS eine SBerlegenl^eit enlfteJ^en, wenn man babei genau 
ben umgete^rten @ang einl^alten wiK; biefer ^aU tritt bann 
ein, wenn für ben ^mt\& eine Sonoerfe erforberlid^ wäre, 
weld^e nic^t fo allgemein wal^r ift wie i^er vorangegangene ®a| 
felbft, ein Umftanb, ber nid^t feiten oorfommen wirb, ba bie 
ebene Geometrie eine Sßenge ©ä^e entl^&lt, bie ftd^ nid^t allgemein 
conöertiren laffen» (Sin berartiger gatt lam oor im uorangc* 
gangenen Paragraphen bei ber 3ten unb 4ten Sluflöfung ber 
n. aufgäbe, ©eite 61, 6a, ®ie «nalgft« fd^loß j. 85. an« ber 
«e^nlid^Ieit Don A ACD unb AEB, ba§, weil AB = 2AD 
fei, aud^ AE = 2AC unb EB = 2CD fein muffe. ®er SBe* 
wei« l^ätte umgelel^rt barau«, ba| AE = 2AC unb EB = 2CD 
gemad^t würbe, f daliegen foQen: wenn ber gegebene $unlt C 
mit bem gefunbenen fünfte D oerbunben werbe, fo fei 
CD II EB, alfo AB = 2AD. ©iefer ©d^lug wäre möglid^, 
wenn ber in ber «nalgfi« angewenbete ©a§: wenn AB in D 
l^albirt unb burd^ D eine parallele mit EB gejogen ift, fo ift 
baburd^ aud^ AE in C l^albirt, unb bie ?paraflele CD ift bie 
|>älfte von EB, ftd^ auf folgenbe «rt umlel^ren lie§e: wenn 
AE in C l^albirt ift, unb tjon C eine gerabe fiinie CD nad^ 
AB fo gejogen wirb, ba§ CD bie ^älfte oon EB ift, fo ift 
CD II EB, unb ba^er AB in D ^albirt. ©iefe Umlel^rung 
ift aber be^wegen nic^t möglid^, weil, wenn oon C mit einem 
|>albmeffer =;= Vj^B ein Sogen befd^rieben wirb, weld^er AB 
fd^neibet, im allgemeinen jwei ©d^neibnngiJpunfte ftd^ finben 
werben, alfo von C nad^ AB jwei gerabe Sinien = V«EB ge« 
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sogen werben fönnen, ton benen ntitl^in nur eine paraOel mit 
EB fein lann; xoit ja namentlid^ im oorliegenben f^aEe CB bie 
jweite berartige Sinie xo&xt. @d mu|te ballet ber aSemeiiS l^iet 
anber« geroenbet werben, inbem burd^ C eine parallele mit EB 
gejogen mnrbe, meldte AB in D traf, unb nun bemicfen würbe, 
bag CD = VjEB fein muffe, alfo gleid^ bem ^albmeffer be« 
Streifes, ba§ ba^er ber ^untt D auf ber ^erip^erie bedftreifed 
liege. Vitf)ulx6)t& gilt für bie 4te Stuflöfung. 
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^te))erf(tiebeueu$au)ittoege, nm anr^upfnng 
geometnf(ter ^nfgaku p gelangen. 



9iU^emeine SBemetfungen über biefe ^ege. 

i^ebe Aufgabe ift jtoar, ivenn man fte nur vom @tanb^ 
punltc bcr reinen (Seometrte betra<i^tct, eine inblmbneffe, nnb 
crforbcrt eine fclbftftänbige «nal^ft«; ferner gibt t», wie ber 
jn?ette ^axaQxapf) \>t» vorigen Sud^eiS gezeigt ^at, eine groge 
Qaf)l oon aufgaben, roeld^e ie nad^ ber JBefd&affenl^eit ber qt^ 
gogenen ^ilfalinien bie nerfd^icbenpen Äuf[öfungen jnloffen; 
aber bemungead^tet gibt t» einige ^auptgeRd^töpunf te , roeld^e 
bei ber Vuflöfung von S(ufgaben befonberi^ ^eraui^gu^eben finb, 
nnb einige $au))tn)ege, auf meldte f\6) bie nerfd^iebenen 
aWet^oben ber ?fuf[öfungen jurfidEfü^ren laffen, nnb balb ift ed 
nur einer biefer SBege, balb eine Kombination non mehreren 
berfelben, burd^ meldte man gur £öfung einer Aufgabe gelangt« 

ÄKe Äuf[öfungen von ?lufgaben !önnen nemlid^ gefunben 
werben entmeber burd^ il^ren ^ufammen^ang mit fd^on anfge^ 
lösten aufgaben, ober burd^ t^ren ^^fammenl^ang mit geometri* 
fd^en ffia^r^eiten« ^m erften gaOe ift e« entmeber bie «e^U:. 
lid^feit ber Aufgabe mit einer fd^on gelöiJten, ober bie «b* 
^ängigfeit berfelben oon einer fd^on gelöaten, ma« jur «upfung 

Digitized by VjOOQIC 



91 

bcr neuen Aufgabe ffi^rt Qnt legten (JaKc gibt ti brci vtx^ 
fd^icbcne Arten üon geometrifd^cn ffial^r^eiten, auf wcld^e bie 
Söfungen ber Aufgaben gegrünbet finb. ©omit erhalten wir 
fünf ^auptwege, um bur^ XnalqfiiS bie Suftöfung einer Stuf« 
gäbe finben ju tonnen, n^eld^e im ^olgenben n&^er betrautet 
werben foQen, nemlid^ 

1) bie Xuflöfung burd^ Analogie* 

2) ri rr ff SRebuttion, 

3) „ u ff Se^fftfee. 

4) „ „ rf ©ata. 

5) ,, „ ,; geometrifd^e Oerter. 



§•2. 
!Cie Sltifldfuna ber 9lufdabett burd^ ^Inalo^ie. 

!Dic Analogie, b. 1^. bie «el^nlid^feit einer Aufgabe mit 
einer fd^on gelöWen in ben SBebingungen ift ein fe^r ju be, 
ad^tenbeS Sßittel, nm bei ber Xnal^fbS jum Vuffinben ber %uf« 
Ififung gefül^rt 2u werben. Sud bem innigen Sufammenl^ange, 
in weld^em bei allen !Z)ingen @runb unb $oIge, Urfad^e unb 
äSirfung, alfo namentlid^ bei einer Aufgabe bie gegebenen. SBe« 
bingungen unb bie ju tonftruirenben ©tüdte ftel^en, ergibt fid^ 
leidet, ha^, wenn bei jwei Aufgaben bie 99ebingungen fowol^l 
als bie 2U fud^enben @rö§en einanber Sl^nlid^ ftub, aud^ bie 
SBege, auf weld^en bie le^tern au0 ben erftem abgeleitet werben 
mflffen, alfo bie ftonftruttionen einanber Al^nlid^ fein werben. 
SBenn alfo non }wei berartigen Aufgaben bie eine fd^on gelöiSt 
ift, fo ift in ber Kegel baburd^ aud^ fär bie Snal^ftd ber 
jweiten Aufgabe ber Seg oorgejeid^net, unb ed ^anbelt ftd^ nur 
barum, bie Sbänbemngen aufiufinben, weld^e burd^ bie Wy 
weid^ung ber SBebingungen in ber jweiten Aufgabe oon benen 
in ber erften geforbert werben. Qfa man wirb fogar aud^ ju 
bem nmgelel^rten ©d^Iuffe bered^tigt fein, bag, wenn jwei fton^ 
ftruftionen wefentlid^e Xel^nlid^teit mit einanber ^aben, aud^ 
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bie 9(ttf gaben felbfl einanber analog fein werben, wenn and^ 
in bem SBortlaute ber Aufgaben leine ^(nalogie gn erfennen 
fein foHte» 

Um für ba« ßefetere gnerft ein Seifpiel onjufü^ren, nehmen 
wir aud bem elementarften S^^eil ber ebenen ®eometrie bie 
beiben Aufgaben: a) einen gegebenen ffitnlel AGB in l^albiren, 
unb b) auf einer geraben £inie AB in einem gegebenen 
^unlte C einen 5ßerpenbifel gu errid^ten. SBeibe Aufgaben 
tonnen einanber fo analog gelöiSt werben, bag bie folgenbe Aon« 
ftruftion wortgetreu auf beibe pagt: SBon CA unb CB fd^neibe 




fy 



A D CE B 



gwet beliebige aber einanber gleid^e @tüde CD unb GE ab, unb 
befd^reibe dou D unb E ate S^Httelpuntten mit beliebigen aber 
gleid^en unb J^inlänglid^ großen ^albmeffem ftrei«bögen, bie fl<% 
in P fd^neiben, giel^e enblid^ CP, fo ifl in a) burd^ CP ber 
©infel AGB ^albirt, in b) aber fte^t GP auf AB in C fenf- 
red^t. Äu« ber DoHtommenen UebereinfKmmung ber Äuflöfungen 
für beibe Aufgaben mu§ gefd^Ioffen werben, ba§ bie Aufgaben 
fclbft and^ weit übereinfKmmenber mit einanber fein werben, 
ate fld^ aud bem 9ui8bmd(e beiber unmittelbar et^ennen I8gt; 
unb in ber Sl^at ift aud^ bie Aufgabe b) nid^t« anbere« afe 
ein fpegieOer fjatt ber Aufgabe a). ffienn nemlid^ AG unb BC 
mit einanber eine gerabe Sinie bilben, fo fönnen fte afe 
©d^enfel eine« ffiinfete Don 180^ betrad^tet werben, unb wenn 
ba^er in b) t)erlangt wirb, e« foß auf AB in G ein ^erpenbüel 

igno 

errid^tet, b. 1^. an AG in G ein ©inlel oon 90<> = — g— 
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angelegt mxitn, fo ift bie§ ibentifd^ mit ber (Jorberung, ben 
®ittM ACB, beffen ®r5§e = 180« ift, ju ^albiren- 

(Sine Vnatpfid mit $ilfe ber ^(natogie ift bef onberiS in jmei 
fjätten anmenbbar, ncmlid^ entrocber xoenn Dom SBefonbcrn auf 
baj^ Allgemeine übergegangen wirb, ober wenn irgenb eine JBe^ 
bingnng in il^r ©egentl^eil ftd^ Dermanbelt 

Setrad^ten mir junäc^ft ben erften biefer beiben gäOe ge^ 
naucr, fo mirb jjebe ?fuf[öfung, meldte für bie allgemeine «ufv 
gäbe gilt, aud^ auf bie befonbere anmenbbar fein, j. JÖ. icbc 
9ttf(öfung einer 3(ufgabe über bad S)reiedt überhaupt gilt au^ 
für bie befonbere Aufgabe über ba« rcd^tmiuHige *Dreiedt; 
augcrbem aber lann bie befonbere Aufgabe «uflöfungen julaffen, 
toeld^e fo felir uon ber bcfonbern SBebingung abhängig fmb, 
ba^ fie nid^t oeraügemeinert merben fönnen. Sßenn nun, mie 
bieg fel^r l^äufig gefd^ieljt, bie befonbere Aufgabe megen i^rer 
leid^teren JBel^anblung Don bem ©d^ülcr früher gelöst würbe, 
fo mirb e« i^m nid^t fd^mer merben, biejenige Äuflöfung, meldte 
eine ^Verallgemeinerung julägt, aud^ mirtlic^ 3U oeraDge« 
meinem, mä^renb er balb bei ber jmeiten 0affe oon 9uf« 
löfungcn, meiere auiJ ber befonberen JBebingung l^eroorgegangen 
finb, bie Unmöglid^teit ber SBeraOgemeinerung ertennen mirb, 
miemol^I aud^ l^ier nid^t feiten eine analoge ^(nal^fi« fid^ auf^ 
finben laffen mirb ; in le^terem f^alle J^at oft bie vorangegangene 
«ttflöfung ber befonberen «ufgabe ben SSort^eil, auf einen SBeg 
für bie Vnal^fii^ J^injubeuten, ben man fonft meOeid^t einju« 
fd^Iagen nid^t Derfud^t gemefen märe* 

(S§ fmb j. S3. im smeiten SSud^e §. 2 unter Stnberem bie 
beiben Aufgaben gelöst morben: ein S)reied( ju befd^reiben, oon 
melc^em eine ©eite, ber gegenüberliegenbe ffiinfel unb bie 
©umme ber beiben anbem©eiten gegeben finb; unb: ein red^t* 
minlUge« 5Dreiedt ju fonftruiren, oon meld^em bie ^gpotenufc 
unb bie ©umme bciber ftat^eten gegeben fmb* 5Dort murbcu 
juerft für bie erftc Aufgabe brei «uflöfungen gegeben, morauf 
bei ber barauffolgenben jmeiten Aufgabe bemerft mürbe, bag 
biefe brei Vuflöfungen ft^ aud^ auf fie anmenben laffen, ba| 
ftd^ aber unter SSeiiie^ung beiS p^t^agorifd^en iße^rfa^eiS no^ 
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bcfonberc «nal^fen bilbeu lafjcn, bic ftd^ fpcjicB auf bic ^t^ 
bingung grünbcn, baß ber gegebene ffiiulel ein redetet toerben 
fön. S)aburci^ erhielten xoxx für bie befonbere Aufgabe nod^ 
jroei tüeiterc «uflöfungen. 

SSiäre bie %norbnung bie umgele^rte gemefen, wie bieg in 
T)te(en ^ufgabenfammlungen gefd^iel^t, fo l^ättcn mir fogleid^ be^ 
merfcn fönnen, bag pd^ wn ben fünf SKuflöfungen ber jwciten 
Aufgabe unmittelbar bie brei erflen aud^ auf bie allgemeinere 
aufgäbe anwenben laffen, bic jmei legten aber nid^t. 

SSetrad^ten wir in biefer 9lid^tung bie folgenbe Aufgabe: 
ein rec^trointliged ^reieä ju tonftruiren, pon weld^em bie @umme 
beiber ßat^eten unb ber Pon ber ©pige bed redeten Sßintete 
auf bie ^^potenufe gefädte ^erpenbitel gegeben fmb, fo würbe 
bie perallgemeinerte Aufgabe l^ei|en: ein !S)reiedE ju ton^ 
ftruiren^ Pon weld^em bie ©umme jweier ©eiten, 
ber eingef^loffene SBinlel unb ber jur brüten 
©eite gehörige ^ö^enperpenbitel gegeben finb. 
f^ür bie befonbere Hufgabe würben ©eite 75 jwei Suflöfungen 
gefunben, unb ed erl^eUt bei ber erften leidet, ba| fte peraOge^ 
meinert werben fann. Unb in ber 2:^at, wenn wir gan^ bie 
nemlid^e Snal^fii^ mad^en, wie ©eite 75 (weswegen aud^ bie 
entfpred^enben fünfte mit ben nemlid^en ^ud^iftaben begeid^net 




würben), fo geigt fid^, wenn A(? + BC, AGB unb CD ald ge^ 
geben betrad^tet werben, ba§ EF unb EKF gegeben fmb, baß 
ferner aud^ ^ier wie ©eite 75 CE = CA, CLE = CDA = R 
unb CEL = ECA = CAD, unb ba^er A CEL ^ A CAD 
unb an» gleid^en ®rünben A CFM ^ A CBD, alfo aud^ 
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CL = CM - CD ift; ba nun CK =- CK unb CLK - 
CMK = R ift, fo ijt ACKL ^ A CKM, alfo CKL = CKM, 
ober EKP butd^ CK ^albirt; au^ ijl bie ©rößc pon CK gc* 
geben, ba ba« rcd^troinflige S)reic(f CKL au« CL = CD unb 
CKL = i/jEKP = VjACB lonftruirt werben fann. Sßan 
!ann alfo aud^ ||ier gunä^ft A ^^^ tta^ ®eite 46 lonftruiren, 
ba oon bemfelben eine ©eitc EP = AC -f- BC, ber gegenüber* 
Uegenbe SBinfel EKF = ACB, unb bie ^albirung^Iinic bieje« 
SBinfete CK (gleid^ ber ^^potenufe eine« red^twinfligen S)rei* 
zä», in xod6)tm eine fiat^ete ==^ CD unb ber gegenüberliegenbe 
aSJinfel = VjACB ift) gegeben fmb. 3ft biefc« ©reierf fon* 
ftruirt, fo errici^tet man wieber auf EF in C einen ^ßerpen*« 
bitel CD glei(i^ bem gegebenen, gie^t burd^ D eine parallele 
mit EP unb bur^ C parallelen mit KE unb KP, meldte bie 
erftere parallele in A unb B fd^neiben, fo ift A ABC ba« ge* 
fud^te, mie fid^ gang analog mit bem Seite 76 geführten Se^ 
weife aud^ l^ier beroeifen lägt. 

5Die gmeite, ©eitc 77, 78* gegebene «uflöfung ber befonbem 
Aufgabe ift fpegieO auf bie unter bem 92amen be« p^tl^agori« 
fd^en £e^rfa^e« betannte (Sigenfd^aft be« red^tminfligen S)reied[« 
gegrünbet, unb e« ergibt fid^ barau«, ba§ burd^ ä^nlic^e ©d^Iüffe, 
wie bort, feine Söfung ber attgemetneren Aufgabe gefunben 
werben lann. S)amit ift aber bie SRöglid^feit nid^t au«ge« 
fd^Ioffen, bod^ nod^ eine äl^nlid^e ftonftrultion gu ftnben, wenn 
wir gwar bie £inienfombination beigube^alten, aber biefelbe oon 
il^ren SBegiel^ungen gum pptl^agorifd^en Se^rfa^e to«gutrennen im . 
©tanbe flnb* 3« bicfem fflel^ufe ge^en wir in »etreff ber be* 
fonbern Aufgabe oon ber bei ber gweiten ftonftmition erl^altenen 

5igurau«,oer* 
ff^ /z/^ ^\ x^ längern aber 

in A CFG bie 
«atmete FG fo 
nad^ H, bag 
GH == GC 
wirb , unb 
gicl^en CH; 
gie^t man nun 



Digitized by VjOOQIC 



TiJ:--^^/ X^ 




96 




juglcid^ BD/ 
CD, DH, fo 
er^cOt leidet, 
baß CHG = 
HCG = Vsß 
ift,n)ctICGH= 
R ip; tttttt tft 
aber DE II BF, 
tttib BCD = 

VjR, weil A BCD glci^fd^cnfüß unb rcd^ttüinflig ifi; mithin 
ift aud^ CDG = BCD == V«R/ ölfo ift CDG = CHG, unb 
ba^cr ift CDHG ein Ärciawcrcd; folgrid^ ift HDG = HCG = 
%n, üttb ballet CDH = K; folgli^ ha and) BDC = E ift, 
bilbcn BD unb DH eine gerabe ßinie, ober H liegt ouf bcr 
SScrIängerung pon BD. 

aSetrad^ten n)ir nun biefe ^Folgerungen ava ber frfi^em 
ftonftrultion genauer, fo ergibt f\6) Dorerft, weil H auf ber SSer«« 
längerung oon BD liegen ntu§, an» ber ®r5ge von FH, bag 
H ate gegeben betrad^tet werben tann* 93ir erhalten baburd^ 
aunäd^ft eine !lb&nberung ber ftonftruftion ber befonb^m %uf^ 
gäbe, bie gen)ifferma|en ate eine britte ftonftrultion betrad^tet 
werben !ann. iRad^bem nemlid^ ber ^unlt F, wie ©eite 78, 
beftimmt worben ift, wirb nid^t Aber CF ein ^alblreis be« 
fd^rieben, bid er DE in G trifft, fonbem ftatt beffetben oon F 
afe aßittelpunlt mit einem |>albmeffer = DE (alfo = a) ein 
Kreisbogen befd^rieben, bid berfelbe bie $a:Iängerung oon BD 
in H trifft ; jie^t man hierauf FH, weld^ed DE in G f d^neibet, 
unb CG, fo ift A CFG ba« gefnd^te. 

<E>er (Beweis wirb legt auf folgenbe 9rt in führen fein: 
Son F jiel^e an ben ftreid bie 2:angente FE unb an E ben 
|>albmeifer AE; ba AF = AE, AE = AD unb AEF = 
ADE = R ift, fo ift A AFE ^ A AED; alfo FE = DE ; 
aber aud^ FH = DE; alfo FH = FE; nun ift FE« = 
FC . FB, alfo aud^ FH« = FC • FB, ober FC : FH = 
FH : FB, unb ba^er, weiICFH = HFB ift, AFCHcv> ABFH^ 
alfo CHF = FBH; aber A BCD gleid^fd^enflig unb red^t* 



Digitized by VjOOQIC 



97 

winlRg, mitlitt FBH — Va»; foIöR<^ ift a\x6) CHF = V«R; 
nun tfl CDG = BCD = V«ß/ »eil DE || BF ift; ba^er ift 
CHG = CDG unb baljcr CDHG ein fttci«oicrccf; fol9li<i^ ift 
HCG = HDG = VfB unb ba^cr CHG = HCG, alfo CG-= 
HG unb ba^cr CG + FG -- HG + FG =- FH = a; ferner 
ift CGF = HCG + CHG - R; enblic^ ift bie ^ö^e wn 
A CFG = DA = b. 

SBergleid^en toir nun bamtt bie allgemeine Aufgabe: ein 
S)reiedt ju lonftruiren, t)on xoü^tm gegeben finb ein SJinlel 
= a, bie ©umme ber einfd^Iie^enbcn Seiten — a unb bie jur 
britten @eite gehörige ^ö^e == b; fo ergibt ft^ leidet, ba§ 
aUed bleiben tann, wie bei ber befonbern Kufgabe, nur ba| 
CGF ni(^t = R, fonbeni = a, aljo CHF nid^t = V«K, fon- 
htm = ^l^a, mithin aud^ FBH nic^t = V«B/ fonbern = % a 
werben mtt|; ba^er wirb BCD jwar ein glei^jd^euKigeiS S)reied 
werben, aber !ein rec^twintliged, fonbern ein f olc^ed gleic^fd^enl' 
liged S>räed; pon welchem bie ^ö^e = b unb ein SBintel an 
ber ©runblinie = Va« gegeben finb. 

SBir erhalten nun burd^ bieje auf bie S(naIogie ftd^ grfiU' 
benben ©c^lfiffe folgenbe jweite ftonftruttion itnjerer allgemeinen 
Vufgabe: auf einer geraben £inie AB errid^te in A einen ^er- 
penbifel AC = b, lege an AB in A einen ©infcl BAD — a 
unb ^albire benfelben, burd^ C jie^e eine ^araQele mit AB^ 
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V\% fte btc ^albirutig^Iimc be« ffiinfefe in B trifft, unb fälle 
t)on E auf AB ben ^crpcnbifcl EP; Don P ate SKIttcIputift 
bcfd^reibc mit PA ate ^albmcff er einen fireij^, rocld^er EP ober 
beffcn aSerlängcrung in G unb AB in H fc^netbe, in G jie^e 
on ben Rrei^ eine Stangente GK = a, unb jicl^e PK; t)on P 
ate aWittcIpunft befd^reibe mit PK ate ^albmeffcr einen Äreiö^ 
bogen, meld^er bie SSerlängerung oon AH in L fd^neibe, oon L 
ate aWittelpunft ebenfo mit einem ^albmeffer =^ a einen ßreiij* 
bogen, ber bie SSerlängerung oon AE in M fd^neibe, jiel^e LM, 
weld^eig bie SSerlängerung oon CE in N fd^ncibe, unb jie^e HN, 
fo ift HLN ba5 gefud^te S)reiedf. 

93eroeij^. ^v^t HM, EH, Don L an ben ftreis bie 
Tangente LO unb PO; ba PL = PK, PO = PG unb 
POL = PGK - E ift, fo ift A FOL ^ A PGK, folglich 
LO — GK = a; aber aud^ LM = a, alfo LO = LM; nun 
ift LO« - LH . LA, alfo ift au(^ LM« = LH . LA; unb 
ba^cr LH : LM ^ LM : LA. 5)a nun aud^ HLM = MLA 
ift, fo ift A HLM cv) A MLA, unb ba^er HML = MAL = 
Va«; ba nun auc^ HEN =- EHA = ^a ift (meil A EAH 
gleidifd^enflig ift), fo ift HMN = HEN, folglid^ HEMN ein 
fireiiSoicredt, unb ba^er aud^ MHN = MEN = MAL = Va«? 
ba^er ift HMN = MHN, alfo HN = MN, unb ba^cr 
HN + LN = MN + LN = LM == a; ferner ift HNL == 
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HMN 4- MHN = a; tn\>lx6) ift ber Don N auf HL flcfftßtc 
^erpcttbücl = EF = b. 

@tatt ber obigen ftonftrultion l^fttte man aud^ fo(genbe 
ntad^en lönnen: nad^bem n)ie oben ber ^unlt L beftimmt n)or<* 
ben, bcfd^rcibe man über HL einen ftrei«abfd^nitt^ ber ben 
SBinfel L fagt, nnb a^^ an ben !S)urd^f(l^nitt N biefeiS 9b 
fc|nitW mit ber burd^ E ge^enben ^ßaraßele bic ßimcnHN^LN^ 
fo ift A HNL baö gcfud^te. Der oben gegebene JBemel« müßte 
natfirlid^ entfpred^enb abge&nbert merben. 

!S)er oorliegenbe jn biefem S^^^ ansfiil^rli^er bargelegte 
:Sbeengang jeigt, mie felbft fpejieEe Snpfungen, bie ftd^ ganj 
auf bejonbere ffiigenfd^aften ber befonbem Arten oon fjiguren, 
meldte oerlangt werben, grünben, oft fo fid^ menben laffen, baß 
ftd^ nad^ ben gegebenen äRuftem burd^ Snatogiefd^Iüffe Vuf» 
löfungen fär allgemeine Stufgaben ergeben. 

aSele^renb für ben ©d^üler möge femer ber JBerfud^ fein 
nad^ ber erften in §• 2 bed }meiten Sud^ed @eite 49 gelöj^ten 
unb in bic meiften äeifpielf ammlungen auf genommenen Aufgabe, 
in einen gegebenen Ouabranten einen Äreid ju bef^reiben, 
burd^ Analogie bic attgemeinere, aber feltener in ben Aufgaben» 
fammlungen pd^ finbenbe Aufgabe ju liJfen, in einen gegebenen 
ÄreijJabfd^nitt einen Ärei« ju befd^reiben, unb babei ganj bem 
bortigcn ®angc ju folgen; er wirb balb erfcnnen, meiere ber 
bort gegebenen ^uf(öfungen aQgemein gültig finb, unb meldte 
fpejieH auf bie 9Sorau«fe|ung ftd^ grünben, baß ber ffiinfel be« 
Srei«auÄfdSinitt« 90<> fei. ®o läßt fid^ j.». bie erfte «uflöf ung 
wortgetreu ocraDgemetnern, wie folgenbe gaff ung ber Ron* 
ftrultion jeigt, oerglid^en mit bem @eite 49 gegebenen 
Stejte. e« fei BAC 
ber gegebene Ärei«* 
auiSf d^nitt , ^atbire 
BAC buri AD, wel* 
^t» ben S3ogen beis 
VuiSfd^nitteiS in D 
treffe, dou D fälle auf 
AC ben ^erpenbifel DE 
unb l^albire ben SBim 



Digitized by VjOOQIC 




100 




E C 



fcr ADE burd^ DF, 
tDcId^c« ACtnF treffe; 
auf AC crtidjte in F 
einen 5ßetpeubifel, wcl- 
(i^er AD in G treffe, 
uttb befd^reibe wn G 
atö aWittcIpunft mit 
GD afe Iwilbmeffer 
einen Ärei«, fo iftbiefer 
ber gcfttd^te. 



JBcwei«. S)a GD ^albmeffer beö gefunbcnen ftreife« 
unb AD ^albmeffer bei^ gegebenen SreUbogen«, alfo bie ®nt* 
fernung beiber SKtttelpunfte gleid^ ber Differenj ber ^albmeffer 
ift, fo berül^ren fid^ bcibe ftreife t)on ^nnen; ferner ift 
GF II DE, weil beibe fenfred^t auf AC fielen, alfo GFD = 
FDE; aber aud^ GDF = FDE, alfo ift GFD = GDF, unb 
ba^er GF = GD; ber gefunbenc Sreiö ge^t alfo burd^ F, unb 
ba AFG = E ift, fo ift AC Tangente beö greifet; ba enblid^ 
BAC burd^ AG Ijalbirt ift, fo ift ber uon G auf AB gefäOte 
?ßerpenbifel GH = GF; alfo gcl^t ber gefunbene SreiiJ aud^ 
burd^ H, unb AB ift ebenfatts S^angente an benfelben. 

!Den äugern SBerü^rungiJfreiö wirb man aud^ ^ier analog 
wie bort erhalten, menn man nid^t ben ©infel ADE, fonbern 
feinen 5Rebenn)infeI tjalbirt, unb imUebrigcn wie oben oerfä^rt, 

!Dic «nalogiefd^Iüffe t)om SBefonbern auf baö allgemeine 
finb ferner in oielcn gäHen anwenbbar, mo in ber befonbern 
Aufgabe ron einer Stellung in beftimmte gleid^e Steile, in 
ber allgemeinen aber t)on einer Stellung nad^ gegebenem SScr* 
^ältniffe bie SRebc ift. !Der ©d^üler terfud^e j. 83» nad^ ber 
obigen 2ten Aufgabe ©eite 58 bie allgemeinere Aufgabe ju 
löfen: t)on einem gegebenen ?ßunfte aufeer^alb eineö gegebenen 
Äreifeö burd^ benfelbcn eine ©efante fo ju gießen, ba§ ba« 
auBerljalb beiS Greife« Hegenbe ©tüdC bcrfelben ju bem in ben 
fireig fattenben ein gegebene« S5crtjältni6 l)abe (b. ^. fid^ wie 
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aroci gegebene gerabeSinien uerl^alte). Äud^ l^iet fönnenfämmt 
lid^e gegebene «uftöfungen in biefer SRid^tung einer näheren S5e* 
trad^tung unterworfen werben, 

3>ie ^nalogiefd^Iüffe finben enblid^ in ber genannten Se« 
jie^ung nod^ in Ratten il^re Änroenbung, wo bie Analogie eine 
ocrftedterc ift. Die§ ift j. S. ber fjatl, wenn bei Aufgaben 
ftatt ber SJebingung gegebener fünfte, nad^ weld^en ßinien mit 
beftimwten ©gcnfd^aften ju jictien finb, bie SBebingung t)on 
Sreifen gegeben wirb, nad^ weld^en 2!angenten mit ä^nlid^en 
©genfc^aften gebogen werben follen. Da nemlic^ jeber ?ßunft 
ate ein Äreij^ betrad^tet werben fann, beffen ^albmeffer gleid^ 
5Run ift, fo ift in ber erften Sebingung ein befonberer ^aU ber 
jweilen allgemeineren oerftedft. ^n ber SRegel finb Aufgaben, 
weld^c bie erftere Slaffc oon SBebingungen enthalten, leidster ju 
löfcn, ate Aufgaben mit ben lefetern; ift ba^er bie leid^tere «uf* 
gäbe gelöst, fo ift bie Söfung ber fd^wierigeren Ijäufig burd^ 
«nalogiefd^lüffe jU finben. 

ffiin Seifpicl foll bieg anfd^aulid^ mad^en. ffaft in jeber 
wAftänbigcren ©ammlung oon Aufgaben finbet fid^ bie «uf* 
gäbe: eine gerabe 
Sinie AB unb 
jwei fünfte C 

unb D auf einer -^ ^ 

©eite berfelben jr^ 

finb gegeben; auf AB foII ein ^unlt gefunben wer.« 
ben, welker bie ®igenfd^aft l^at, baß jwei tjon il^m 
nad^ Cunb D gezogene gerabe ßinien mit AB gleiche 
9BinfeI ma^en" Q^re ßöfung gefd^ie^t befanntUd^ baburd^, 
bag t)on D auf AB ein ^erpenbifel DE gefäQt unb nad^ F fo 
verlängert wirb, ba§ EF = DE ift, unb ba§ t)ierauf CF ge* 
jogen wirb, burd^ beffen Durd^fd^nitt mit AB in ö ber ge* 
fud^tc ?ßun!t beftimmt ift; benn jie^t man DG, fo ift 
A DEG _c^ A FEG, weil DE = FE, EG = EG unb 
DEG = PEG = R ift; folglich ift DGB = FGE; aber 
FGE = CGA (afe ©c^eitelwinfel) ; folglich ift DGB = CGA. 
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(Sd fei nun bie Kufgabe ju löfen: eine gerabe Sinie 
AB unb auf einer @eite berfctben ein ^unlt C unb 
ein ftreiiS mit bem Sßittelpunfte D finb gegeben; 
auf AB foll ein ^unft gefunben werben, roeld^er 
bie (Sigenfd^aft bat, ba^ eine oon il^m nad^ C ge« 
jogene gerabefiinie unb eine t)on il^m nai) bem ge< 
gebenen ftreife gegogene !^augente mit AB gleiche 
ffiinlel mad^en. ®etrad^tcn mir bod ffiefentlid^e an ber 
Vnal^fbS gur S(uf(öfung ber vorigen Aufgabe, fo beftel^t ed 
barin, ba^ gleic^fam ber ^nft D um AB ald "Hit nad^ ber 
entgegengefefeten ©cite tjon AB gebrel^t wirb, rooburd^ A DGE 
in bie ßage uon A FEG unb ber ffiinlel DEG in bie Sage 
t)on FGE lommt, fo ba§ TGE unb AGC ©d^eitelroinfel merbeu/ 
olfo CF eine gerabe Sinie wirb, Qux ßöfung ber neuen «uf^ 
gäbe »erben mir bal^cr auf gleiche SBeife oerfal^ren fönnen, 
TOoburc^ bie leidet ju bilbcnbe «nal^pd auf folgenbe analoge Äon^ 

ftruftionfü^rt:«on 
D fdtte auf AB 
einen ?ßetpenbilel 
DE, oerlängere i^n 
fo nad^ F, bag 
EF = DE wirb, 
unb befd^reibe von 
F ate arnttelpunft 
mit einem ^oXb^ 
meffer gleid^ bem 
beiS gegebenen ^ei^ 
fe« einen ftrei«; jie^e an biefen »rei« oon C eine Zau^ 
gente CG, meldte AB in H fd^neibe, fo ift H ^ber gefud^te 
^un!t. 

fBtvoti». aSon H jie^e an ben gegebenen «rei^ bie 
SCangente HK, jiel^e femer HD, DK, HF, FG. ©a DE = 
EF, HE = HE, unb DEH = FEH = E ift, fo ift 
A DEH ?^ A FEH, alfo DHE = FHE, unb DH = FH; 
ba nun aud^ DK = FG, unb DKH = FGH = E ift, fo 
ift m^ A DHK ^ A FHG, unb ba^er aud^ DHK= FHG; 
folglid^ ift DHE + DHK = FHE + FHG, b. ^. KHE = 
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GHE; oBcr GHE = CHA (al« ©d^citclrolnfel); foIsK* ip <^^^ 
KHE = CHA.*) 

®« crl^ettt leidet, bog, »eil wn C an ben ftrci« F jwci 
S:Qngctttcn gejogcn rocrbcn !önneit, ani) auf AB jwei fünfte 
liegen, wcl^e bie tjcrlangte ffiigcnfd^aft l^aben. 

Sßftre bie nod^ allgemeinere Stufgabe ju löfen: (Sine ge* 
rabe ßinie AB unb auf einer @ette berfelben jwei 
ftreife finb gegeben; ed f oII auf AB ein ^unft ge^ 
funben nierben, ber bie (Sigenfd^aft ^at, bag bie 
beiben von i^m nad^ ben swei ftreifen gejogenen 
Tangenten mit AB gleid^e SBinfel ma^en, fo erließt 
nad^ bem ä^nlid^en ^erumf^Iagen bed einen ftreifed auf bie 
entgegengefe^te ®eite non AB , bag biefe ^(ufgabe auf bie be^ 
fannte Aufgabe juriidgefü^rt n)erben tann, an jmei gegebene 
fireife eine gemeinfc^aftlid^e S^angente ju sielten* Sud^ ergibt 
ftd^, bag auf AB im StOgemeinen nier fünfte gefunben n^erben 
tonnen, welche bie verlangte <Eigenfd^aft ^aben, rotxl an jmei 
ftreife vier gemeinfd|aftlid^e 2:angenten möglich finb, bie ftd^ 
nur in befonberen ^&Utn auf brei ober no^ weniger rebujiren« 

(Sxnt nod^ weitere SeraOgemeinerung wäre, wenn in ben 
ooranfte^enben beiben Hufgaben ftatt 2:angent^gefagt wfire.* 
©etante mit einer (E^orbe t)on gegebener @r5ge« 

3>er jweite ^auptfaQ ift bie Analogie ber ®egenf&ge; 
nad^ biefem fmb ba^er Hnalogiefd^Iflffe ffir bie Hnal^ftiS in 
aDcn ^JäDen anwenbbar, in weld^en bie fämmtlid^cn SBcbingum 
gen ber Aufgabe h\& auf eine untjeränbert bleiben, biefe eine 
aber in i^r @egent^eil fiberge^t. SegtereiS gefd^iel^t entweber, 
wenn bie Sage eine entgegengefefttc wirb, ober wenn bie ®rö§e 
ftd^ in bad @egentl^eil oerwanbelt, j. S3. wenn ftatt ber ®umme 
bie Differenj gegeben wirb, ober umgctel^rt. 



*) (Sbcnfo unb nodj ctnfod^ct für Äonjhruflion unb SBetoci« ^tit man 
ben Ärci« on ' feinet; ©teile laffen unb auf bie entgeöenftefette @eite 
l^inüberlegen, al«bann öon ber neuen ia^t au« an ben Ärei« eine ^iangente 
jiel^cn fönnen. Obige Äonflruftion i|l iebodj wegen be« golgenbeu ge* 
w&I^It Sorben. 
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^n betben SBejie^ungen grünbet ftd^ bie SBered^tigung jur 
9(ntpenbuns oon %naIogiefd^Iäffen auf ben bur^ bie ganje 
SWatl^ctnatif ftd^ ^inburd^jic^enbcn ©cgcnfafe awifd^cn bcm ^ßo*» 
ftttücn unb S^egatitjcn. ©irb 5. SB. bie ßage eine« fünfte« 
innerl^alb eine« ftrcifc« ober einer anbem gigur, ober jwifd^en 
jwci gegebenen fünften auf einer gegebenen gerabcn ßinie aü 
pofitio betrad^tet, fo ift bie ßage eine« analogen ^unlte« auger^ 
l^alb einei3 ftreife« ober einer anbem fjigur, ober auf einer ge*' 
rabcn ßinie, aber auf ber JBerlängerung be* burd^ bie jroei ge^ 
gebenen fünfte auf i^r begrenzten SE^eile« berfelben atenegatio 
ju betraci^ten. Sbenfo ift bie "Differenj nid^tiS anbered aü eine 
©untwe, »eld^e baburc^ entfte^t, ba| ju einer gegebenen pofi* 
tioen ®rö|e nid^t n)ieber eine pofitioe, fonbem eine negattoe 
abbirt n^irb. 92un ift fd^on an& ben einfad^eren Aufgaben ber 
aigebra befannt, ba§, fobalb biefelben oerangemeinert werben. 
an^ ber 93eraQgemeinerung ftd^ f^omteln ergeben, n^eld^e in ber 
SRegcI weit umfajfcnber finb, ate bie Aufgaben felbft, fo ba§ 
iniSbefonbere burd^ SBead^tung bed ^ofttioen unb Stegatioen aud 
einer t^omtel leicht bie analoge für bie entgegengefe^te Rufgabe 
abgeleitet werben fann. (Sin SJeifpicI biene jur ffirWuterung, 
yp \f 3wei SReifenbe, A unb B, 

-Ol i z^ ge^en oon ben Orten M 



unb N ab, A 3 S:age 
früher ate B; fte reifen 
einanber entgegen (alfo jeber in ber SRi^tung beiS an feinem 
SBege gcjeid^neten ^feilei^), A mit einer ©efd^minbigleit oon 
8 SWcilen für jebeu 5Eag, B mit einer tägli^en ®c}d^TOinbigfeit 
oon 6 SWeilen; nad^ wie oiel 2^agen werben fie einanber in 
begegnen, wenn bie Entfernung ber Orte M unb N 178 SWeilen 
beträgt. Die algcbraifd^e Äuftöfung ift folgenbe: (Jj8 fei bie 
3eit, weld^e oon ber Slbreife bej8 B big jum ättf^wimentreffen 
in oerflie|t, = x 2:agen, fo ift A 3 Xage länger auf ber 
aieife, ober j^ + 3 SEage; ber gauje SBeg bei3 A beträgt ba^er 
(x + 3)8 aWeilen = 8 x ^- 24 3»eilen, ber be« B aber 
X . 6 =- 6 X äÄeilen. SBeim ^wf^mmentreffen aber l^at A ben 
SBeg MO, B ben ffieg NO, beibe alfo aufammen ben SBeg MN 
jurüdtgelegt, woraui» ftd^ bie ©leid^ung ergibt: 
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8 X 4- 24 +6x= 178; olfo 

14 X = 178—24= 154; «nb ba^et 

164 
^= 1^ =11. 

S9eibe SReifenbe treffen ba^er iufammen 11 Zaqt nad^ ber 
Xbreife bed B, alfo 14 Za^t m6f ber ^brcife bed A; unb 
TOtrüid^ ^ot axid) in biefer 3cit A 14.8 = 112 SKeUen, uub 
B 11 . 6 = 66 äßcilen, bcibc alfo aufammen 112 + 66 = 
178 SÄeilen jurücffleleflt 

!{)ie Aufgabe oeraKgenteinert ^eigt: A unb B ge^en oon 
ben beiben a aj^eilen oon einanber entfernten Orten M nnb N 
ab unb reifen einanber entgegen; A gel^t m2:age früher ah aU 
B unb ma^t täglid^ p SJteilen, B aber q äReilen; na^ wie 
Diel 2:agen treffen fte aufammen? % 

Senn man bie QAt, meiere B brandet, = x Ziagen ^ alfo 
ben oon i^m aurädgelegten 9Beg == qx aJleilen fegt, fo ift bie 
oon A gebraud^te Qtit = x + m S^agen, alfo ber aurüdgelegte 
®eg = (x r m) p = px + pm aWeilen, unb e« ift 

px. + pm + qx = a; 
(p + q)x= a — pm; 

X =:. ^-^1-25 = Qaf)l ber oon B gebraud^ten S:age ; 
X + m - ^ ~ P"^ I m^ a - pm + pm + g m 

p + q p + q 

= ~ = Qa\ji ber oon A gebraud^teu Sage. 

©efet mau für bai^ oorigc fpeaiette SBeifpiel a = 178^ 
m = 3, p = 8, q = 6, fo iit'x = JI|-^|jL^ = 

178 — 24 154 ... , ^ 178 +6.3 
= 11, unb x+ 3=^ 



14 14 ' " ' " 8 + 6 

178 + 18 196 



14 ~ 14 



-= 14, wie oben. 
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Äu« beit flcfunbeneit fficrtl^n aber laffcn fx6) inxä) Kna* 
logic noä) bic SRcfuItatc mcl^rcrcr anbetet Aufgaben ableiten, 
fficnn 3, 95. A nic^t m iCagc ftül^ct, fonbetn m Sage fpätet 
abreift, afle« Ucbtige abet fonft nnüctänbett bleibt, fo bleibt 
auc^ baß Wefultat baffelbe, nut erhält m bad entgegengefefete 
^eid^en; ed ergibt fidf) barau«, ba§ bic 5^^^' ^^ ^^n B ge* 

brandeten 5Cage = x = » r^^ f ^i^ S^¥ '^^^ ^on A ge* 
brandeten 5£age = x — m = , ^ — tft, 

ffienn ferner tn bet utfptünglid^en Aufgabe MN nid^t al« 
©umme, fonbetn aU Differena beibcr SBege erfd^eint, inbem A 
nnb B einanber nidjt entgegenreifen, fonbern A bem B nad^* 
reift, fo fe^rt fid^ bie Wid^tung bcö pon B eingcfd^tagenen ©egc« 
um, ui* 08 wirb q negatio; man erhält bol^er an» ben ur 
fprünglid^cn gormein folgenbe analoge: 

a — pm 



Sa^ ber STagc be« B = x 
Qa\)l ber 5Cagc be« A = x + m = 



P — a 
a — qm 

P — r* 



@c^t A aud^ nod^ m S:age fpäter ftatt früher ab, fo feiert 
fid^ aud^ bad Qtxä^m für m um, unb ei^ ift bie 

3a^l ber iCage be« B = x = ^-^-??^ 

Sa^t ber 5Cage be« A = x - m = ^_±JE. 

P — a 

5u ben gleid^en SRefultaten fonnte man für bic lefetern 
Ofäfle allerbing« burd& bie nemlid^e (Sntroidtlung gelangen, wie 
fie für ben erften gaQ gege'bcn würbe; iebod^ ift bie obige «b* 
leitung cntfd^ieben bie bei weitem lürjere unb fü^rt fd^neQet 
3um Cnbrefttltate. 

©anj S^nlid^e SBerl^ältniffe nun geigen fid^ in öetreff ber 
geometrifd^en Aufgaben, f bag aud^ bei bem ameiten ^auptf alle 
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bte Snalogiefd^Iäffe t)oDfontmcn gered^tfettigt erfd^etnen, fobalb 
in allen Seaie^ungen bie fl3ebtngungen unoerSnbert bleiben, nur 
bQ§ irgenb eine ber gegebenen ®rö§en and bem ?ßofitiocn in 
ia^ Ütegatioe übergebt, ober umgete^rt. (£d mug ba^er, mie in 
ber aigebro bie fjonnel, fo ^ier bie ftonftruftion »efeutlid^ bie 
ncuitid^ bleiben, nur ba§, wie in ber algebraischen gormel 
irgenb eine ©röge il^r S^^^^^r f^ ^^ ^^ geometrischen fton« 
ftruftion irgenb ein I^eil berfelben eine entgcgengefefete Sage 
ober @r5ge erl^&lt 

(Einige Seifpiele mögen 5ur (SrISuterung bienen« @eite 71 
ift bie Aufgabe QtlMi n)orben: ein red^tmintliged 3>reie(i ju 
fonfiruiren, dou n>e!d^em bie 4)91>otenufe unb bie ©umrne beiber 
Äot^etcn gegeben finb. (S« würben für biefe Aufgabe fünf 
{(uflöfungen gefunben, mooon brei gugleid^ 9uf(öfungen einer 
allgemeinern Aufgabe (@eite 68) loaren; 93ir tOdUm nun bie 
Aufgabe löfen: ein red^twintliged 3)reied ju ton^ 
ftruiten, von weld^em bie ^^potenufc = a unb bie 
©ifferenj beiber Äatl^eten = b gegeben finb. 5Da 
bei ber fci^on gelösten 9(uf gäbe bie Vnal^ftd audfü^rlid^ gegfben 
ift, fo bleibe ed bem ©d^üler übcriaffen, genau bem bortigen 
®ange folgenb bie Hnal^ftd für bie oorliegenbe Hufgabe au 
fu^en, unb er mirb baburd^ b§ne mit ajtü^e^folgcnbe ffinf 
ftonfttttttionen finben, meldte unmittelber au8 ben früheren 
burc^ Analogie abgeleitet finb, unb bal^er au^ fo oiel möglid^ 
genau mit benfelben S93orten mie frül^er l^ier auiSgebrädEt merben 
foOen. ^ie brei erften 9(uf(öfungen foOen ba^er aud^ fid^ 
ebenfaQiS auf bie allgemeinere Huf gäbe bejiel^en: ein t>xtxtd 
}u fonftruiren, oon meld^em gegeben finb eine 
Seite = a, ber gegenüberliegenbe ffiinfel = a unb 
bie Differenj ber beiben anbern ©eiten = b. 



L VitfUifiing« 

ftonflrultion. An AB = b lege in A einen ©in* 
fei BAC = a, ^ite beffen 9lebenminte( B'AC burd^ AD, 
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€tB 




uttb bcfd^rcibc oon B al5 SKittcIpunft mit einem |)albmeffer =.: 
a einen ftrei^bogen, ber AD in E fd^neibe, gielje BE unb 
eni^te anf AE im ^albivung^punfte F einen ^erpenbifel FG, 
ber AB in G treffe; enblic^ jie^e EG, fo ift A BEG bo« 
0cftt(|te. 

SSewei«» BE = a; EG = AG, weil G auf bem im 
^albirunfl^punlte auf AE errichteten ^erpenbifel liegt, alfo 
BG — EG = BG — AG = AB = b; enblic^ ift GEA = 
GAE = CAD, alfo EG || AC, unb ba^er EGB = 
GAB = «• 

Sufafe. @^ bleibt bem ©d^fller überiaffen, bie SSer^ 
l^attttiffe jtt unterfud^en, \otxvx ber jtoeite Surd^fd^nitt E' be^ 
ftrei^bogen^ mit ber ^atbirung^Iinie AD auf ber SSerlöngerung 
öon AD jur ftonftruftion benüfet toirb. 



2. «nPfmtg. 

ftonftruftion. ?(n AB = b lege in A einen SBin* 
Icl BAC = « an, ^albire feinen Siebenminfel burd^ AD, unb 
befd^reibe oon B ate 3KitteIpunft mit a al0 ^albmeffer einen 
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ab 




ÄrciÄbogcn, bcr AD utib bcffcn SBerWnflcruttfl in E unb F 
f(]^neibe, itetie BE, BF unb burd^ B unb A ^araMen mit 
AD unb BF, bi« fic ficj^ in G fd^ncibcn; cnblid^ jic^c EG, 
loe^eiS oerlängett bie ^Verlängerung oon AB in H Si^nvltit, fo 
ift A BHE bo« gefttd^te* 

Sewei«. BE = a. ©a BE = BF ift, fo ift 
BEF = BFE; ferner ift BF || GA; folglid^ ip BFE = 
GAE; alfo auc^ BEF = GAE; nun ift au(| BE = BF = AG. 
unb AE = AB; ba^er ifl A BEA ^ A GAE, unb ba^er 
BAE = GEA , olfo axki^ (weil fie 9iebenwinlel fxnb) HAE =-- 
HEA, unb ba^er EH = AH, folglid^ BH — EH = 
BH — AH = AB = b; enblid^ ift HEA = HAE =DAC, 
alfo HE II AC, unb ba^er BHE = BAC = «. 



3« VitfUlfung« 

ftonftruftion. «n AB = a lege in A einen ffiim 
fei BAC = a; auf AB errid^te im 4><iÄitung«punIte D unb 
auf AC in A ^erpenbifel, meiere fid^ in E f^neiben; vm E 
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ato SDHttelpttttlt 
befd^rcibe mit 
EA ate 4)alb« 
mcffcr citten 
ftrctebogcn, bcr 
butd^ B gc^en 
wirb, weil E 
oott A unb B 
gleid^wcit cnt* 
fcmt ip; bic 
(Srgänanng bie> 
\ti ftreiiSbosettö 
aütnüDOftanbigen 
ftrcifc fd^neibe 
bic aSctlängcrung bc8 ^crpenbilctt ED über D ^inau« in F, 
jicl^e FA unb bcfd|reibe oon F afe SWittcIputtft mit FA oö 
^albmeffer einen jweiten ftreiÄbogen, ber cbenfalte burd^ B 
ge^icn wirb, bo aud^ F xm, A unb B glcid^weit entfernt ift» 
S3on A ote SWittcIpunlt befd^reibe l^ierauf mit b ote ^albmcffer 
einen Ärei^bogen, bcr ben jweiten in G fd^neibc, jie^cAG, nnb 
Dcrl&ngerc cd, biiS cd ben erftcn ftreiiSbogen in H f(i^ncibc; 
enblic^ jie^e BH, fo ift A ABH ba« gcfuc^tc. 

SBcwci«. AB == a; ba AB g^orbe unb AC San» 
gente bed erften ftreidabfd^nittc« AHB ift, fo ifl 'AHB = 
BAC = «; jic^c ferner GB, FB, ergänjc ben jweiten ftreiÄ* 
bogen AEB ebenfalls jum DoQftänbigcn greife, unb 3ie|c an 
einen beliebigen ^unft K \>t^ (EigänaungdbogcniS jwei beliebige 
gerabe ßinien AK, BK, fo ift AHB + AFB = ISO« (a» 
Slreidoicrecf), olfo AFB = 180« — «; folglich AKB = 
VjAFB (weil AFB ffientriwinlcl, AKB ^erip^eriewinlel ifl) 
= 90<> — V2«f ttn^ i><i^«^/ weit AGBK ebenfolte ein ftrei«* 
oicrccf, folglich AKB + AGB = 180« ift, AGB = 
180« — AKB = 180« — 900 + i/,« = 90« +. Vj«; aber 
auc^ HGB + AGB = 180«; folglich ift HGB = AKB = 
90« — Vj«; ferner ift AGB = GHB + HBG, alfo HBG = 
AGB — GHB == 90« + Va« — « = 90« — Vj«; ba^ct 
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ifl HGB = HBG; folfllidj aud^ HB = HG, unb bal^t 
HA — HB = HA — HG = AG = b. 

3ttfa^. Set le^te S3en»ei9 erl^ftlt nur begtoegen eine 
etooS anbete ®eftatt al9 ber analoge Setoeid t)on Seite 71, 
toenn bie @umme beiber Seiten gegeben ift, n^eit in ben 
meifien geometrifd^en ßc^rbfld^em jtoar bie auf Seite 71 an* 
getoenbeten Sftfee über ©entritoinicl unb 5ßerip]^erieh)infel auf 
bem nemlid^en Sogen, nid^t aber bie Sä^e über Q^entrin^inlet 
unb 5ßerip|erieh)inlet fld^ finben, toenn beibe auf Sögen 
fte^en, bie ftd^ jum t^oOft&nbigen ßreife erg&n^en; gerabe bie 
icfetem S&fee aber flnben l^ier il^re Äntoenbung, unb mußten 
bal^er in ben Setoei» öerflod^ten »erben. 

S)ie jtoel nun folgenben ftonftrultionen bejiel^en fid^ fpcjiett 
auf bag red^tioinnigeS)reiedr, ober fe^en dorauS, ber gegebene 
»inlel a fei = 90«. 

4« VitfHifints« 

ftonpruftion, (Sil fei a bie gegebene ^gpotcnufc, 
b bie gegebene Differen$ 
beiber ftat^eten; f)aU 
bite AB = a in C; 
befii^reibe über CB einen 
^aVbtvn^, unb t>on C 
aliS aßittelpunit mit 
einem ^albmeffer = Vab 
einen ftreiBbogen, ber 
ben ^albfrei« in D 
fij^neibe, t)on D fälle 
auf BC ben ^crpen» 
bifcl DE; über AB be* 

fd^reibe einen ^albfrei«; ocrWngere DE nad^ P fo, ba§ 
EF = EB wirb, jie^e burd^ F eine parallele mit AB, biiJ fie 
ben ^albfvti» in G trifft, unb jic^e AG, BG, fo ift A ABG 
\>a^ verlangte. 

JBewei«. AGB = R, ate ffiinfcl im |)albfreife; 
AB = a; ferner ip AG« + BG« = AB«, alfo 
AG» 4- BG« - 2AG . BG = AB« — 2AB • EF, 
b.^. (AG — BG)« = AB«-^2AB . Er = 4BC« — 4BC . EF 
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= 4BC (BC — EF) 
= 4CD« = 4 . ^Uh* 



■■ 4BC (BC — BE) = 4BC . CE 
b«; fllfo ip AG - BG = b. 



3nfa^. S)ie fd^etnbare ^ffitpetc^ung in bet fionfttuliton 
beru^ barauf, ba^ fotpo^l ^itv ati Seite 73 eigentfi^ eine 
ftetige ^oportion lonftntirt tourbe, t>on bev baS erfte 
eWieb = V»»» "nt* ^»8 jtoeite = i/,b geQe'^en, ba8 britte 
ober gefu^l^t toutbe, bog ober Seite 73 i/^a bo8 Heinere, 
!|ier bogegen ^/,a boS grdgere ber beiben &u|em ©lieber 
toerben ntugte; eS ift nemlid^ fowol^l l^ier, afö in ber auf 
Seite 73 beflnblid^en gfignr CB : CD = CD : CE. 



5» fbtfUifintg« 

ftottfttuttton. AB = a l^atbtte in C, f^neibe twn 

CA unb CB jioei @tfide 
CD = Vjb unb CE = 
^^b ab; auf AB ernste 
in B einen ^erpenbitel 
BF = BE, jie§e CF unb 
bürdet D eine ^ataHele 
mit CF, h\» fte bieSer« 
lAngerung oon BF in G 

j: j — 71 — ^^— ^ -K *"ff*' ^^^ ^ bef(^reibe 

abJl JJ t ±j J5 ^^„^„^ ji„^ 4>albfrei« 

unb gie^e bur(§ G eine ^arotteTe mit AB, bi» fi« ben ^oTb. 

IreiÄ in H trifft; enWic^ jie^e AH unb BH, fo ift A ABH 

\)0A t)etlangte. 

Sewei». AB=::a, AHB = B; ferner iftAH« +BH> = 
AB«; ttifo AH» 4 BH» — 2AH . BH = AB» — 2AB.BG, 
b. \). (AH-BH)»=AB»-2AB.BG = AB» — 4CB.bg 
= AB» — 4DB . BF (n»il CB : BF = DB : BG, alfo 
CB . BG = DB . BF ift) =4AC» - 4(BC +CD)(BC - CD) 
(wett BF = BE ^ AD = AC — CD = BC = CD ifl) = 
4AC» — 4(BC» - CD») = 4AC« - 4BC« + 4CD» = 
4CD« = 4 . »/4b»; olfo ift AH - BH = b. 
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®lcid^e SScr^ältniffc treten ein, wenn nid^t bie ©röge, fon- 
bern bie Sage einer in ber Aufgabe gegebenen SSebingung bie 
entgegengefe^te wirb. SBeifpiele finb ^icr faum nötl^ig, ba fd^on 
oben Snbeutungen in biefer Stic^tung gegeben würben. SDtan 
oergleid^e j. 83. bie 3^f% ju bcn «uflöfungen ber Aufgabe: 
in einen gegebenen Ouabranten einen ftreis ju 6ef(i^reiben^ 
@eite49 bi« 58, wo gcjeigt würbe, toa» gefd^e^en muffe, wenn 
ber ftreisbogcn bc« Ouabranten nid^t oon Qf^nen, fonbern oon 
«ugen, alfo bie ^albmeffer nid^t felbft, fonbern i^re SBerWn* 
gerungen berührt werben foQen. (Ebenfo geprt l^iel^er bie 9u^ 
gäbe SRr. 6, ©eitc 79, in weld^er auf einer gegebenen ÄreiJ«« 
peripl^crie, unb jwar auf ber einen (Seite eilte« Durd^meffer« 
$wei fünfte gegeben finb, unb auf ber ?ßerip]^erie be« entgegen* 
gefeiten ^alblreife« ein ^unft gefud^t werben fott, mit ber 
(Sigenfd^aft, bag bie beiben oon i^m nad^ ben gegebenen- fünften 
gejogenen geraben Sinien ben gegebenen Durd^meffer in gleid^er 
emfemung oom SWittelpunfte fd^neiben. «ud^ bort jeigen bie 
3ufä|e jtt ben gegebenen 9(uf(öfungen, waS gefd^el^en muffe, 
wenn ber gefud^te $unft nid^t auf ber ^eripl^erie be« entgegen* 
gefegten, fonbern auf ber be« nemlid^en ^albfreife« liegen foD, 
auf weld^em aud^ bie gegebenen ^untte liegen« 

e« möge l^ier nod^ lurj auf bie Aufgabe ©eite 101 ^in* 
gewiefen werben: auf einer gegebenen geraben Sinie einen 
$unft 5u fud^en mit beriSigenfd^aft, bag bie oon \^m nad^ 
jwei gegebenen, auf ber nemlid^en ©eite ber ßinie liegenben 
fünften gejogenen geraben ßinien mit ber Sinie gleid^e ©in* 
fei mad^en. SBenn nun bie Aufgabe im Uebrxgen 
bie nemli^e 
bleibt, bie 
beiben gege* 
benen fünfte 
C unb D aber 
nid^t auf ber 
gleid^en@eite 
oon ber gege* 
benen geraben Sinie AB, fonbern auf entgegenge* 
festen ©eiten Hegen follen, fo wirb man ftd^ erinnern, 

9tageU geont Vnal)^ 2.9ttfl 8 
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ba| im erften %aUt 
bec ^untt G ober 
D auf bie entgegen« 
gefegte @eite oon 
D oberO gleid^fant 
um AB loie um 
eine «je J^inüftet« 
gebre^t würbe; man 
wirb ballet ^ier boiS ®egent^eil t^un, unb G auf bie nemlid^e 
©ette l^inüber brel^, auf meldtet aud^ D liegt, roorau« jid^ 
folgenbe «onftrultion ergibt: von C fäDe auf AB einen ^er* 
penbifel GE unb verlängere i^n fo nad^ F, baft EF = GE 
wirb, jie^e DF unb üertängere e«, bi« e« AB in G trifft, fo 
ift G ber gefuc^te ?ßunft. <Denn sie^t man GG, fo ift GE = 
FE, GE = GE, GEG = FEG = 90% olfo A GEG ^ A FEG, 
unb ba^cr GGE = FGE, b* §• GGB = DGB, 

®anj analog werben bie ftonftruftionen, wenn einer ober 
beibe gegebene fünfte in Jhreife, alfo bie t)on bem gefud^ten 
fünfte nad^ ben gegebenen fünften gejogenen geraben Sinien 
in a^angenten ober ©clanten mit C^orben oon gegebener ®rö|e 
an bie gegebenen ftreife ttbergel^en. 

S3efonberd bele^renb möd^te etwa nod^ bie folgenbe Xuf« 
gäbe fein« ^n ben meiften iBeifpielfammlungen finbet fid^ bie 
Vufgabe: burd^ einen ber S)urd^fd^nitt)S|)unfte jmeier einanber 
fd^ueibenber ftreife eine gerabe Sinie fo )u jiel^n, bag bad in 
bie beiben ftreife faOenbe ®tüd berfelben eine gegebene ®röge 
^abe« S)rttd(en mir bie Aufgabe fd^Srfer au», fo lautet fte fo: 
5Durd^ einen ber 5Dttrd^fd^nitt«punfte A jmeiet 
einanber fd^neibenber ftreife (mit ben aRittelpunt« 
tenG unb G') eine gerabeJßinie fo l^inburd^jujiel^en, 
ba| bie ©umme ber beiben in bie ftreife hinein« 
fallenben S^orben eine gegebene ®r5ge = a ^abe. 
Sei biefem Vui^brudEe fielet man fogleid^, bag bie Vufgabe in 
jmei t^äOe jerfällt, je nad^bem bie beiben S^orben oon einanber 
Serlftngerungen werben, ober t^eilweife auf einanber faOen 
foUcn; ber obige etfte «u^brutf ber Aufgabe ift bann nic^t« 
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^ahtxts, cü bec ^iet genannte ecfte %atL %üx beibe (^äOe i{t 
Vnal^ft« nnb ftonjtrultiott folgenbe: 

«nal^fi«. (S« fei BD bie gefud^te Sxale, alfo BD = 

a; fÄlle »on a- 

C nnb C ottf 
BD bie ^er. 
^tnVM GE, 
C'F unb jie^e 




CC, foiflEA 
= »/«BA nnb 
FA = V.DA, 
olfo EF = 

VgBD «= Vj8» folgK^ ij* EP bet ®r% nad^ gegeben; in bew 2:ro« 
.peje CEFC ift obet au^ FEC = 90», olfo aa^ EFC' = 90», 
jo wie CG' unb bie ÜBebingung gegeben, ba^ EF burd^ A 
gelten foO, ntitl^in ift biefeis Zxwpti (onftruitbar, ba 4 von 
einanber unabl^ängige JBebingungen gegeben finb; um feine 
ftonftruftion jn finben, jie^e bnid^ C eine parallele mit BD, 
bi« fie CE in G trifft, fo ift in bem- ted^tninüigen üDteiede 
CGC' bie ^9potenttfe CC nnb bie «atmete CG gegeben, dfo 
ift G, folgli^ CG gegeben, ^glic^ and^ bie bnrd^ A ge^enbe 
^aroMe BD mit CG. 

ftonfttttttion. S^^^% unb befd^teibe ftbetCC einen 
$albtrei2> von C lege in benfdben eine S§orbe CG = ^l,&, 
nnb jie^e butd^ A eine ^avaOete mit CG, bis fU bie ftteife 
in B unb D fd^neibet, fo ift BD bie gefud^te £inie. 

Seweid. Qi^ CG unb oeclängere ti, bi0 ed AB in E 
trifft, unb burd^ C aie^e CF || CE. Da CGC afe «3in!et 
im ^albfreife = 90» ifl, fo ifl aud^ CEF = 90«, weil 
BD II CG ift, ba^er ift au(^ CFE = 90o,-i)ber CE unb CF 
flnb $erpenbi(el von ben SRittelyunften auf bie Serben AB 
unb AD; ba^er ift AB = 2AE, AD = 2AF, alfo BD = 
2AR 4- 2AF = 2EF = 2CG (weU GEFC ein «ec^ted, alfo 
EF = CG i|!) = 2 . i'ja = a. 

8* 
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Sttfa^. (Sine jmcitc gcrabc Sitiie, totl^t inxäf A flcl^t, 

crl^äft man, tt)cnn man öon C* au^ eine K^orbe = %a> 

in ben jtociten über CG' befd^ricbcnen ^albfreiS legt, unb im 
Uebrigen toie oben öerfol^rt. 




«nal^fi«. (Sä fei roieber ABD bte gefud^te Sinie, fo 

•ba|AB ! AD-=a 

*^ : fei ; fälle t)on C unb 

C ouf BD bieder- 
penbifel CE, G% 
fo ift AE =- VjAB 
unb AP = ViAD, 
alfo AE -]- AF = 
VaCAB -! AD) = 
V,a; folfllid^ ijl 
AE -+ AF ber 
®rö§e m6) gegeben. 
3iel^e ferner CC, burd^ C unb C ^araOelcn mit AD unb burd^ 
A eine ^araöele mit CE ober C% biiJ fte bie erftem parallelen 
in G unb H trifft, fo ift CGHC ein JCrapej, CGAE unb 
CHAP aber «ec^tecfe, alfo CG - AE, C'H - AF, unb ba^er 
CG -f C'H =- AE + AF, folglid^ ber ®rö|e nad^ gegeben; 
in bem SCrapeje CGHC ift aber aufeerbem nod^ CGA = 90^, 
alfo aud^ C'HG - 90®, CC unb bie SBebingung gegeben, ba| 
GH burd^ A gelten foD; alfo finb 4 t)on einanber unabl^ängigc 
SBebingungen gegeben, folglid^ ift baö Srapej beftimmt, unb 
awar wirb ju feiner SBcftimmung am beftcn CC unb GH in 
K unb L l^albirt, unb KL gebogen, moburd^ fid^ KL = 
^2 (CG -f C'H) = V4a al« gegeben unb KLA -- 90® eben- 
falls ate gegeben jeigt, ba KL !j CG mirb; alfo ba K unb 
A gegeben jinb, ift aud^ ba« rcd^tminflige ^Dreiccf AKL gegeben j 
folglid^ mcnn t)on K auf AD ber ^erp:nbifel KM gefällt mirb, 
moburd^ KL AM ate JRed^tedE erfd^eint, ift aud^ A AMK, alfo 
M, alfo aud^ AMBD gegeben* 
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Äonftruftion* Qkf)t CC unb l^albitc cfi in K, jicl&c 
AK, imb bcfd&rcibc über AK al8 ©urd^mcffcr einen ^albfrci«; 
t)on A lege in benfelben eine ©l^orbe AM = Vasl, nnb Der«» 
längere fie, bi« pe beibe Äreife in B nnb D trifft; fo ift ABD 
bie gefud^tc ßinie. 

fBtxoti». SSon C unb C fätte auf ABD bie ^erpen- 
bifel CE unb C% rooburd^ AB in E, AD in F l^albirt wirb; 
ferner jiel^e burd^ A eine parallele mit CE ober G% unb burdj 
C unb C parallelen mit AD, roeld^e bie oorige ^araöele in 
G unb H treffen; enblid^ a^^^c KM, unb KL li AM, fo ift 
CGHC ein SCrapej, CGAE, C'HAF unb AMKL aber «ed^t^ 
c(fe; alfo ift AE - CG, AP = C'H unb AM = KL; ba 
nun CC in K ^albirt unb KL II AD ;i CG ift, fo ifl 
CG -{- C'H - 2KL -^ 2AM, alfo aud^ AE + AF == 
2AM; folglid^ 2AE + 2AF - 4AM, b. ^. AB f AD = 
4 . Via — a. 



8uf afe. (gittc jlocttc gerabe Sinie, toeld^e butd^ A 
erl^ätt man, wenn man Don A auS eine ®l^orbe —Va* ^^ 
ben jweitcn über AK befd^riebenen ^alblreiiJ legt, unb im 
Uebrigen wie oben öerfäl^rt. 

(SiS fei nun bie gegentl^eilige Aufgabe gegeben: ÜDurd^ 
einen ber Durd^fd^nittSpunfte A jroeier einanber 
fd^neibenber Äreife (mit ben SDiittelpunften C unb 
C) eine gerabe Sinie fo l^inburd^^ju iHf)tn, ba| bie 
Diffcrenj ber beiben in bieftreife J^ineinfallenben 
Sl^orben eine gegebene ®rö§e ^ a ^abe* 

(S» liegt ber @ebanfe fel^r nal^e, ba|, meil bie J8ebtngung 
eine gegentl^eilige geworben ift, unb bal^er aud^ bie Sage eine 
gegentl^eilige werben muß, l^ier ber erfte fJaO fic^ lonftruiren 
laffcn muffe, wie bort ber jmeite unb umgele^rt; benn gerabe 
beibe gätte unterfd^eiben fi^ burd^ bie gegentl^eilige Sage ber 
S^orben. Unb in ber S:i^at lönnen unter biefer ^oraudfe^ung 
beibe »onftrultionen mörtlid^ gleid^lautenb au^gebrüdft werben, 
bie ttnterfd^iebe in ben Semeifen aber liegen bloi» barin, bag 
tüieber bie fie^rbüd^er ber ebenen Geometrie ben bcfannten @a^ 
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ctit^altctt, ba§ bic burd^ bcn ^albirutigöpunlt bcr einen m^u 
parallelen ©eite eine« IrapejeiJ parallel ntit ben paraWelen 
Seiten gejogene gerabe Sinie bie anbere nid^t parallele ©eite 
be« Srapeje« ebenfalls l^albire, unb bie ^älfte fei von ber 
©umme ber parallelen ©citen, wäl^renb ein gang analoger all* 
gemeinerer ©aft gewöl^nlid^ fel^lt, aljo bei ben «nal^fen nnb 
Seweijen nid^t fo unmittelbar ooronögefefet werben barf; e« ift 

bieg folgenber ©afe: 
SDSenn t)on jroei ^un!* 
tcn A unb B na(j^ 
einer beliebigen gera- 
bcn Sinie CD a^ei 
beliebige parallelen 
AE, BF gejogen wer* 
ben, unb burd^ ben 
$albirung«pun!t G ber 
Sinie AB eine britte 
parallele GH mit jenen 
beiben gebogen wirb, 
fo wirb baburd^ aud^ EP in H l^albirt, unb GH ift gleid^ ber 
l^alben ©umme ober glcid^ bcr l^albcn ÜDiffcrena oon AE unb 
BF; je nad^bem biefe Icfetcm beiben parallelen auf ber ncm* 
lid^en ©eite ober auf entgegengefefeten ©citen oon CD liegen* 
(gjj ift flar, ba§ bie erfte JBcbingung nid^t« anbere« ift, al« 
obiger ©aft über ba« iCrapcj, bie le|[tere aber in bem jweiten 
fJaDe ber oorigen Aufgabe i^re Änwenbung finbet. 

!Z)emgemäg erl^alten wir für bie neue Aufgabe folgenbe 
jwei ^uflöfungen* 




L 8falL 

ftonftruftion.*) Sxt^t CC unb l^albire e« iuK, aiel^c 
AK unb befd^reibc über AK ate S)urd^meffer einen ^albfrei«; 



*) Äud^ !tt bicfctt ^onjlniütonen ftnb bie Söud^jlalben öegen bic ©citc 27 
aitgcöebcnc JRegcl gctoSl^ft tijorbcn, um bic Ucbctetnilimtnuttg ntit bcn ©citc 
115 unb 116 angegebenen ^onftruftionen nod^ auffanenber ju mad^en. 
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a- 




vm A lege in ben^ 
felben eine (Sl^orbe 

AM = Va^"/ ^^^ 
verlängere fte, bid 
fic beibe ftreife in 
B unb D trifft, fo 
ift BD bie gefud^te 
Sinie. 

99en)eii^. ^\ e 
KM, unb burd^ C 
nnb C ^araDelen mit KM, biiJ fie BD in E unb F fd^nciben. 
3)a KMA = 90« ift ate SBinW im ^albtrei«, fo ift aud^ 
CEM = 90« unb C'FD = 90o, ober CE unb CT fte^en fenfc 
red^t auf BD ; bal^er ift BA = 2AE, unb DA = 2AP; roxa 
ift CC in K ^albirt; unb KM || CE, alfo ift aud^ EP in M 
l^albirt, alfo ift EM = MF, folglid^ AE = EM + MA = 
MF + MA = MA + AF + MA = AF + 2MA, dfo 
AE — AF ==^ 2MA, unb ba^cr 2AE — 2AF = 4MA, b.i 
BA — DA = 4 . V^a = a. 

Sufafe. «ttd^ l^ier crl^äft man eine jtoeite burd^ A 
gc^enbe Sinie, wenn xaOiXi öon A auS eine ©^orbe = V^a 
in ben juieiten ilber AE befd^riebenen ^alblreid legt unb 
bann toie oben öcrfäl^rt. 



ftonftruftion* 
einen ^alblreiiS; 
xm, C lege in 
benfelben eine 
C^orbe CG = V2a 
unb jiel^e burd^ A 
eine parallele mit 
C'G, bis fie bie 
ftteife in B unb 
D fd^neibet, fo ift 
ABD bie gefttd^te 



a 5aIL 

^iel^e CC, unb befc^reibe ilber CC^ 
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SBcTOci«. 3icI|C CG, rocld^e« AD in E fd^ticibc. unb 

fftttc DOtt C auf 

« AD ben ^crpcn* 

bifel CT. 5Da 
CGC ^- 90^ ijt, 
aU SBinlel im 
4>alblretö, fo fte^t 
CG auf CG, alfo 
an^ auf ber $a^ 
raOcIc ABD jcnl* 
rcd^t; bal^cr ift 
AB in E ^albitt, 
ebetifo ift AD in F ^oXbixt, unb CG ift l| CY, alfo ift 
EFC'G ein ^araUcIogtamm unb ba^cr EF >= CG; nun 
ijl AF— AE-EF CG, aljo ift 2AF— 2AE-2CG, b. §• 
AD— AB 2.V2a =- a. 

gufa|. ^ud^ l^ier erl^olt man eine jioeite burd^ A 
flel^enbe Sinie, lücnn man öon C* ang eine ö^^orbe = V»a 
in ben jlüeiten über CC befd^riebenen ^albfreiS legt, unb 
baiin tote oben öetföl^rt. 

Die SSerglcid^ung ber in biefem ^ßaragrapl^en bcJ^anbelten 
aufgaben mit ben früheren, ®citc 66 ix» f4:, fo wie frül^cre 
SBctrad^tungen bei ben Aufgaben I. unb VI. be8 a»eiten ^ara* 
grapl^en im jweiten 93ud^e (Seite 49 unb 79) jeigen ba« SScr* 
l^fiftnig ber Aufgaben ju einanber auf ba8 Deutlid^fte, wenn 
©ummc in Differenj übergel^t ober wenn bie Sage eine eut* 
flcgengefe^te wirb. QnSbefonbere erließt barau*, ba| in fold^en 
flauen bie ftonftrultion mefentlid^ ganj unoeränbert bleibt, bag 
aber irgenb ein Z^l^eil ber f^igur bie entgegengefegte Sage an« 
nimmt, ba§ j. SB. fünfte auf eine Sinie fclbft fallen, ftatt auf 
i^re 93erlöngerung, ober umgelel^rt, ba| biefelbe in einem f^aOe 
auf ber einen, im anbern auf ber entgegengefeftten ®eite einer 
Sinie Hegen, ba| baiJ einemal ein SBinfel, baö anberemal fein 
SRebenwinfel ^albirt wirb, ba§ ebenfo ba« einemal ein Äreid' 
bogen ober ÄreiSabfd^nitt benttfet wirb, ba« anberemal fein (Sr« 
gänjung^bogen ober ffirgäujunggabfd^nitt 3um ooUftänbigen Äreife, 
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cbcnjo ba| baö cincmol bcr eine ©urd^fd^nitt cinci? Ärcife« mit 
einer gcrobcn ßinic ober einem Äteijc, \>a» anbtemal bcr anberc 
bcnü|t wirb, \>a% wenn bie ^albirnngölinic eine« SBinfefö jwei' 
mal üorfommt, baiJ einemal bie eine $älfte, \>a» anberemal bie 
anbere l^albirt wirb, ba§ alfo j, SB* ba« einemal ein SBinfel 
= V^ß, baiJ anbremal einer = ^\R oerroenbet mirb, ba§ ba« 
einemal ber eine (Snbpunft eineiS £)Urd^mefferi$; baiS anberemal 
ber anbere benilgt mirb unb Xe^nlid^ed. 

JBei naiverem Einbringen in bie SSerl^ältniffe crlennt ber 
9(nfmerf[ame l^äuftg namentlid^ @egenfäge ber Sage, bie nid^t 
fo offen unb unmittelbar in bie Slugin fallen. (Sin fold^er 
©egcttfafe finbet j. 93. bei S^rapejaufgaben ftatt in allen ^&Utn, 
mo ftatt ber ©amme ober >Differeng ber beiben nid^tparaHelen 
©eiten, ober ftatt anberer auf biefe beiben ©türfe fid^ bejie^eu' 
bcn SSebingungen, bie entfpred^cnbcn 83cbingungcn in SBejie^ung 
auf beibe Diagonalen gegeben fmb. Denn bie beiben nid^t* 
paraffelen ©eiten fönnen betrad^tet werben al« bie SSerbinbungS* 
Knien jweier begrenjter parallelen geraben ßinieu; bie fid^ 
aufeer^alb ber ^parallelen Jd^neibcn, bie beiben Diagonalen aber 
afe fold^e, bie fid^ jmifdöen iljnen fd^neiben. Diefe Analogie 
jeigt fid^ bal^er j.^. aud^ in Setreff eineiS befanntcn Sel^rfa^ej?. 
«tte Se^rbüd^er geben ben Sel^rfaft: bie aSerbinbung^linie ber 
^albirungi^punfte beiber nid^tparaHelen ©eiten eine« STrapegeö 
ift gleid^ ber falben ©umme beiber parallelen ©eiten. Diefem 
©a|e nun entfprid^t ber ganj analoge ©afe: bie SSerbinbung«* 
Knie ber ^albirungöpunfte beiber Diagonalen eine« STrapejc« 
ift gleid) ber l^alben Differenj beiber parallelen ©eiten. ael^n* 
lid^c ©cgenfäfte finbet ber 5Wad^benfenbe jal|lrcid^ burd^ alle 
S:i^eile ber ©eometrie. 



§•3. 

!£)ie ftufldfuns bet Aufgaben tutä) 9le&uftton« 

©ie bie Analogie, fo gibt un« aud^ bie Mebultion ein 
aWittel jur Söfung oon Aufgaben , wobei bie bei frül^ern «uf* 
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gaben getnad^ten (Erfahrungen bei ber ^nal^ftd unb Jionftrultton 
bcr neuen aufgäbe benflfet werben, ©ie JRebuItion befielt barin, 
ba| man eine jufammengefefttc Aufgabe burd^ S^^l^^öung in 
i^re aScpaubt^eile auf eine fd^on gelöWc jurüÄfiil^rt, \o ba§ 
man alfo, um bie neue ju löfen, junäci^ft bie frül^er gelöste 
Aufgabe mieber ju lonftruiren nötl^ig ^at 

S3ei genauerer Setrad^tung werben aOerbingiS bie fton^ 
ftruftionen aQer 2ufammengefe^ten Aufgaben auf bie ftonftrut« 
tionen fd^on gelöster Aufgaben aurildgefül^rt; benn immer fmb 
äBin!eI an gerabe Sinien in beftimmten fünften anzulegen, 
ffiinfel gu l^albiren, JjSaraDelen au jie^cn, ^etpenbtlel ju er* 
rid^ten ober au f&Qen, AreijSabfd^nitte au befd^reiben, meldte ge« 
gebene SBinId f äffen ; Siangenten au a^^^^^u u. bgl., ilberl^aupt 
ftnb t§ bie in aUtn fiel^rbäd^em ber ebenen ©eometrie, felbft 
in fold^en, meldte bcn ^u^^alt bicfer ©iffenfd^aft möglid^ft fura 
unb aufammengebr&ngt geben, t)orfommenben einfad^eren Xuf« 
gaben, bie beinahe bei jcber Äonftruftion oon aufammengefeftten 
aufgaben i^re «nmenbung flnben, fo ba§ man bie angebeutelen 
Aufgaben unb i^re ftonftruftionen ate i^unbamentalaufgaben 
unb gunbamentalfonftrultiotten beaeid^nen !ann. 

SSon biefem ©efid^tdpunfte aud fann man fagen, ba| aDe 
aufammengefe^ten Aufgaben burd^ Stebuttion gelöst werben 
muffen, SWan üerfte^t iebod^ unter ber «uflöfung burd^ Äc* 
buftion t)oraug3weife bie SurüdEfül^rung einer gegebenen Aufgabe 
auf eine fold^e fd^on gelöiSte, bie nid^t au ben (^unbamentalauf^ 
gaben gel^ört, fonbern felbft aU eine aufammengefe^tere au be^ 
trad^ten ift 

(Sin SBeifpiel einer fold^en Stebuftion erl^ielten wir®eite94, 
wo bie !(ufgabe: ein !Z)reied( au fonftruiren, oon weld^em bie 
®umme au^eier ©eiten, ber oon il^nen eingefd^Ioffene SBinfel 
unb ber aur britten ®eite ge^rige ^ül^enperpenbilel gegeben 
ftnb, aurfld(gefü]^rt würbe auf bie ®eite 44 gelöiSte Aufgabe: 
ein !Z)reied( au lonftruiren, oon weld^em eine ®eite, ber gegen« 
überliegenbe SBinlel unb bie ^albirungi^Iinie biefei» SBinfefö 
gegeben fmb* 

Die «nal^ft« einer «ufgabe fann natürlid^ afe beenbigt 
betrad^tet werben, fobalb fte foweit gebiel^en ift, bag bie %uf« 
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gäbe jurfitigefül^rt tourbe auf bie Jtonftruttion einet fd^on Qt^ 
lanea Aufgabe; benn ^ xo&n in einem fotd^en i^alle ni^td 
weitet iu tl^un, ate bie S(nali|fti» bet le^tern S(ufgabe xoithtx 
abauf d^teiben , xoa& bod^ ein gana übetflttfftged ©efd^äft xo&xt. 
äSefUmmte IRegeln fibet bie 9tebuttion laffen [x6) abet um fo 
tüentget auffteüen, ba tUn bet eingefd^Iagene ®ang bet %na« 
l^fbl felbft etft geigen mu|, ob eine 9(ufgabe auf eine anbete 
rebuaitt metben tann obet nid^t. 

3m Allgemeinen Iä|t fid^ übrigen« iJolgenbe« bemetlen. 
<Sd finb XM)taugdmeife bie SBietedd« unb anbete SSieledd^Vuf« 
gaben, untet bcn »ietedSaufgaben obet befonbet« bie «uf* 
gaben übet ^ataKelogtamme obet j£tapeae, meldte il^tem gto« 
^en 2;§eite nad^ attf ÜDteiedSaufgaben a^riidgefül^tt metben 
tonnen. 

(EiS fei a- 9* bie Aufgabe au löfen: ein ^ataUelo- 
gtamm au lonfttuiten, t)on meld^em gegeben finb 
bie ©umme beibet ^Diagonalen, bet Sßinlel, untet 
tücld^em fie fid^ fd^neiben, unb bie (Sntfetnung 
ameiet patallelen ©eiten oon einanbet, fo etl^&It 
man folgenbc lutge Änalgp*; ed fei ABCD ba« gefud^te ^a^ 
raOelogtamm, oonmelc^em 
gegeben fei AC + BD = a, 
AEB = a, unb FG =b. 
^a bie diagonalen einanbet 
gegenf eitig l^albiten , f o 
ift AE + EB = 
^,(AC + BD) = V2 a, 

alfo gegeben; fätte fetnet oon E einen ^ctpenbilel EH auf AB 
unb t>etlängete i^n nad^ K, fo ifl HK = PG = b, abet 
EH = V2HK; alfo EH = Vsb, alfo ift aud^ EH gegeben; 
mitl^in ift bie Aufgabe tebuaitt auf bie ©eite 94 gelö«e: ein 
©teiedt AEB au lonptuiten, t)on loeld^em gegeben ift bie ©umme 
aweiet ©eiten AE -f EB = %b,, bet eingefd^loffene ©inlel 
AEB = a unb bet aut btitten ©eite gehörige ^öl^enperpcn^ 
bilel EH = V2 b. 

9iid^t immet liegt fteilid^ bie Slcbultion einet aStctedf^auf«' 
gäbe fo offen unb Hat ba, n^ie im ootßegenben (^alle. (£d fei 
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j. ®. bie aufgäbe jn löfcn: ein Zxapti ju fonftruircn, 
Don xotl^tm gegeben finb bie beiben nid^tparalle« 
len ©eitcn, bie ©umme ber ©infel, wel^e bicfel- 
ben mit einer ber parallelen ©eiten mad^en unb 
ber ©infcl, unter weld^em fid^ bie ^Diagonalen 
fd^neiben. ©ir erhalten folgcnbe «ualgp^: 6« jei ABCD 

bai» gefud^te 
jD C^ iCrapcj , wn 

^•^t^-'/lx^^v^ welkem gegc* 

ben fei AD ^ 
a, BC = b, 
DAB i CBA 
= a,AEB -ß. 

ÜDic «naiijfi« ber Aufgaben über baö Irapej wirb in.fel^ 
mclen gäUen wefcntlid^ geförbert, wenn baffelbe burd^ eine^a» 
räMc mit einer ber nid^tparaüelen Seiten, meldte burd^ einen 
(Snbpunft ber fleinern oon ben paraOcIen ©eiten gcjogen x% in 
ein Parallelogramm unb in ein S)reicdE i^Uqi wirb. SJcrfud^en 
mir biefe alfo aud^ l^ier unb ai^^ß« CF ji DA, fo ift in 
A BCF gegeben CF = AD - a, BC - b unb CFB i CBF - a 
(meil CFB -DAB ift), alfo aud^ FCB - 180« — a, woburd^ 
A BCF, alfo bie ?ßunfte B, C, F beftimmt finb* (Jür bie 
meitere Snal^fid ift nun natürlid^ au|er bem, xoa» burd^ bie 
®eftimmung oon A BCF ate gegeben betrad^tet werben fann, 
nod^ ber SBinfcI ABB -= ß ju bcnüfeen. Um benfelbeu mit 
bem fd^on ©efunbenen in naivere SBejiel^ung gu bringen, Der* 
legen mir i(;n baburd^ an ben ^un!t C, ba| mir burd^ C eine 
parallele mit DB giel^en, bii^ fte bie Verlängerung oon AB in 
G triff f, moburd^ A.CÖ ^ ABB ~-= ß gegeben ift, ma« uui^ 
weiter barauf leitet, bie SBeftimmung t)on A ACG ju Derfud^en. 
5Da BG - CD unb CD = AF ift, fo ift BG - AF; ^albirt 
man ba^er BF in H unb gic^t CH, fo ift aud^ BH -> FH, 
alfo GH •--- AH, ober CH ift aKittellinie oon A ACG, ju* 
gleid^ aber aud^ SöKtteninie oon A CBF; folglid^ baACBF 
gegeben ift, fo ip dud^ CH ber ®rö|e unb ber Sage nad^ gc* 
geben j bie Aufgabe ift alfo rebujirt auf bie Aufgabe: ein 
S)reiedE ju fonftruiren, pou meld^em gegeben ift ein 
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ffiinfcl; bic ju bicfcm Sffiinfcl gcl^örigc 9KittcI* 
linic uttb bcr SDSinfcI, xot\ä)tn btcfc 9KittcHtntc 
mit bcr gcgetiübcrlicgcnbcn ©citc mad^t ©a bicjc 
«ufgabc im (Jrü^crcn nod^ nid^t gelöst murbc, jo oetfud^cn mir 
aunäd^ft eine pon bet vorigen Aufgabe gänjlid^ unabhängige 
Söfung bcr lefetern Aufgabe, bereu Änaigfi« ftd^ mol^l auf fol* 
geube «rt am einfad^fteu geftalten möd^te: ffi« fei ABC baiJ 
gcfud^te ^xdtä, wu wtU 
d^em AGB, CD unb CDA 
gegeben fei* ®a bei ©rci* 
ecfdauf gaben, bei meldten 
aWitteninien üorfommen, ber 
erfie SBerfud^, gu einer 9na^ 
^9fi^ iu gelangen, a^^^^^ft 
babur^ gemad^t mirb, bag 
man bie aWittelHnie um il^re 
eigene Sänge verlängert, unb baburd^ baö 1)reiedE jum ^araMo* 
gramme ergäujt (üergl aud^ ©eite 33), fo oerlängern wiraud^ 
l^ier CD fo nad^ E, baß DE =: CD mirb, unb jie^en AE, BE, 
moburd^ ACBE ein Parallelogramm mirb, meil AD --^~ BD, 
ED =- CD, ADE ^ CDB, alfo A ADE ^ l\ CDB unb 
ba^er AE =- BC unb AED - DCB, alfo auc§ AE 'l BC ift 
Qu biefcm Parallelogramme nun iftCD, alfo aud^ CE=2CD, 
ACB unb ADC gegeben; bie Aufgabe ift alfo rebujirt auf bie 
Söfung bcr «ufgabc: ein Parallelogramm gu fonftru* 
iren, t)on mcld^em gegeben ift eine Diagonale, ber 
SBinfcI, bur4 ben fie gel^t, unb bcr SBinfel, unter 
bem fid^ beibe Diagonalen fd^neiben* Da ACB gegeben 
ift, fo ift aud^ EAC ==- 180^ — ACB gegeben; folglid^ ift bcr 
ftreiÄabfd^nilt über EC gegeben , ber ben S33inf el EAC faffen 
muß, auf beffen ^criplieric alfo A liegt; nun ift aud^ CDA ge* 
geben, alfo bie Sage oon DA; folglid^ ift ber^ßunftA gegeben, 
aWan erl^ält baburd^ für bie beiben Icfeteru Aufgaben folgenbe 
gemcinfd^aftlid^e Äonftruftion: über CE gleid^ bcr gegebenen 
Diagonale ober gleid^ ber boppelten gegebenen SWittcllinic be* 
fd^reibe einen ftreii^abfd^nitt, ber einen SBinfcl faßt, meld^er bem 
9*ebenmittfel ic^ SBinfefö gleid^ ift, burd^ meldten bie Diagonale 
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ober iDKtteninte gel^t; an 
CE {cflc im ^alhxxmgß* 
punitc D einen ©inlel CDA 
an fllei^ bemSBinlel, nnter 
bcm iid^ bie 2)iaflonaIen 
fd^neiben, ober ben bieJDKt* 
telKnie mit ber ©egenjcite 
mad^t, nnb Detlängere ben 
©d^enfel, V\^ er ben AreiiS« 
abfd^nitt in A trifft, jie^e CA, EA, Derlängere AD fo naii^ B, 
ba§ BD = AD wirb, nnb aiefte BC, BE, fo iftACBE bo« in 
ber legten Aufgabe gefud^te ^arattelogramni; ober ACB ba« 
in ber oorlegtcn gcfu(J^te ©reied, wie pd^ fttr beibe ^S&t leidet 
berocifen läßt. 

5Wad^ biefen SSorbcreitungen nnb Webuftionen erhalten 
wir nun folgenbe Sonftrultion ber frül^ern Aufgabe über baiJ 
SCrapeä: 



a 6 




f-w^ 




®iJ feien gegeben bie beiben nid^tparaOelen ©citen = a 
nnb b, bie ©umme ber ©infel, weld^e fie mit einer ber pa* 
raUelen ©eitcn mad^en, = a, nnb ber ©infel, unter bem fid^ 
bie 2)iagDnalen fd^neiben, = /}; t)on ben ©d^enleln eineÄ®in^ 
!cfe BAC, TOcld^er gleid^ bem Stebenwinfel beö ffiinlete a \% 
fd^neibe AD = a, AE = b ab, nnb jiel^e DE, ^olbire DE in 
E nnb jicl^e AF; oerlängerc AF fo na(^ ö, baß ÖP = AP 
wirb, uub bef^reibe über AG ate ffil^orbe einen Sreii8abf4»nitt, 
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ber einen Sintel fagt, n^eld^er bent 9}eBenn)infeI t>an ß gleid^ 
iftj verlängere ED bii8 jur ^cripl^erie biefe« ftreiöabfd^nitte« 
m^ H unb jiel^e burd^ A unb H parallelen mit DH unb 
AD, bis fie fid^ in K fd^neiben, fo ift AEHK boÄ gefud^te 
Srapej, 

SeweiiS. !Da ADHE nad^ ber Jtonftrultion ein $aral« 
lelogramm ift, fo ift HK == AD = a, femer ift AE = b, 
weiter ift DAE + « = ISO«; aber aud^ DAE + ADE + AED 
= 1800; alfo ift ADE + AED = a; aber EHE = ADE, 
folglid^ aud^ EHE + AED = ADE + AED == a; aiel^e 
cnblic^ HA, KE, HO, verlängere HP fo nad^ L, ba|FL = HP 
wirb, nnb jie^e AL. ©a HF = FL, Fö = FA unb HFG = 
LFA ift, fo ift A FGH ^ APAL, unb ba^cr GHF = ALF, 
olfo GHF + PHA = ALP + PHA; b. ^. GHA =« 
ALF + PHA; aber ALP + PHA + HAL = 180^ unb 
GHA + /9 = 180<>; folatid^ ift HAL = ß; nun ift HP = 
PL, DP = FE, alfo HD = EL; aber HD = KA, alfo 
aui EL = KA; ba nun aud^ EL || KA ift, fo ijl ELAK 
ein ^araHelogramm , ober EK || AL, folglid^ wenn AH unb 
EK einanber in M fd^nciben, fo iji aud^ HME = HAL = ß. 

V&tm fontit SSieredd«, namentlid^ ^araQelogramnu unb 
Irapejaufgaben l^äufig auf ©reiedfÄaufgaben rebujirt unb ba* 
burd^ t)ereinfad^t n^erben, fo lomntt bagegen nid^t feiten ber 
gall por, ba§ umgefel^rt bie Änal^fti^ einer 1)reiedE«attfgabe 
baburd^ erleid^tert n)irb, ba| man bie !S)reiediSaufgabe auf eine 
Aufgabe über ein Parallelogramm rebujirt« (£d gefd^ie^t bieg, 
mie bei ben le^tem Aufgaben bemerlt mürbe, l^auptfäd^lid^ 
bann, xotm unter ben Sebingungen für bie Äonftruftion \)z§ 
^xdtdS eine SRittellinie gegeben ift, mobei bie @eite, ju met 
d^er bie SDHttellinie gel^ört, bie eine S)iagonale bei» ^araMo^« 
gramnti», bie SOtittellinie felbft aber bie $älfte ber anbern 
Diagonale mirb. Seifpiele barübcr finb überpfjtg, ba mir 
fc^on fold^e f^äQe @eite 33 unb ©eite 125 l^atten. 

S3iel äSelel^renbei» Aber bie ^nmenbung bei» Sßittel« ber 
aicbultion gemäl^ren bie Aufgaben überftreife, meldte burd^ ge* 
gebene fünfte ge|en, ober gegebene gerabe fiinien ober Areife 
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Bcrül&rcn joKcn. ©ir iPoDcn ballet jum ®(%Iu|c btcje« ^ßara- 
grapl^cn bicfclben l^icr ctroo« ttä^ct betrad^tcn. S^ bcmcticn 
ift babei für ba« tJolgcnbc, baß bic weiften ber l^ier berührten 
Äufgoben auä) nod^ anbete, mand^mal fogar elegantere Auf» 
löfnngen afö bie gegebenen julaffen, ba§ aber l^ier gerabe bie* 
jjenigen %uf(5fungen gewählt n)nrben, xoü^t aU 8eifpiele von 
SRebnftionen biencn fönnen. 

S35ir flbcrgcl^en bic beibcn Aufgaben, einen Ärei« ju be* 
fd^rciben, ber burd^ brei gegebene ^unlte ge^t, ober brei gc* 
gebene gerabe ßinien berül^rt, ba pe in aöen Sel^rbüd^ern be«= 
l^anbelt werben, unb ba^er l^ier ate befannt t)orau3gefeftt werben 
bürfen, unb beginnen wit ber Aufgabe, einen Ärei« ju be* 
fd^reiben, ber iuxi) jwei gegebene fünfte P unb F 
gel^t unb eine gegebene gerabe Sinie L berührt. 

«nalt)[ii^. (Si5 fei M ber 9KittcIpunIt be« gefud^ten 

ftreifeiS; alfo wenn 
von M auf L ber 
^erpenbif el MA ge* 
faßt wirb, MA ber 
^albmcffer beffel-« 
ben; jiel^e PP' unb 
verlängere t» bid 
cd L in B. trifft. 
Da P unb P' gc* 
geben fmb, fo ift aud^ PP', alfo aud^ fein ^Durd^fd^nitt B mit 
L gegeben. ®a nun BA STangentc, BP ©cfante an bem 
»rei« M ift, fo ift BA« - BP . BF; folglich ba BP unb 
BP' gegeben fmb, ift aud^ BA, folglid^ aud^ A gegeben; alfo 
ift bie Aufgabe rcbuairt cntweber auf bic Aufgabe: einen Ärei« 
5U bef (^reiben, ber burd^ brei gegebene fünfte P, P', A gel^t, 
ober auf bie «ufgabe: einen Ärei« au bcfd^reiben, ber burd^ 
einen gegebenen ^unft P ober P' gc^t, unb eine gegebene gerabe 
Sinie L in einem gegebenen fünfte A bcrül^rt; bic Sdfung 
beiber Aufgaben ift befannt. 

Sonftruftion. SBerlängere PF bi« e« L in B trifft; 
über PB ate ©urd^meffer befd^reibc einen ^albfrci«, errid^tc 
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auf PB in P' einen ^erpenbilel; bti8 er ben ^^alblrei« in C 
trifft, jiel^e BC nnb von L f^neibc BA = BC ab; bef treibe 
hierauf einen Ärei«; ber burd^ bic brei fünfte P, P', A gel^t, 
fo ift biefer ber gefugte. 

»ewei«. a)a BA« = BP • BF ift, unb P unb F auf 
bem gefunbenen ftreife liegen, fo trifft berfelbc bie Sinic L in 
A fO; ba§ BA nid^t ©efante, fonbem S;angente be« Äreife« x% 
alfo beriU^rt ber AreiiS bie fiinie L. 

Sufaö 1. Sft PF II L, fo h)irb ber ^unlt A einfad^er 
baburd^ erl^attcn, ia^ man PP' iiel^t, im ^albirunggpuirfte 
einen ^erpenbtfel errid^tet unb benfelben bid ium Surd^^ 
fd^nittc mit L .Verlängert. (Sbcnfo enlfkel^t eine fürjere fton* 
ffcruftion, toenn P ober F auf L liegt. 

3ttfa| 2. (Sinen }n)eiten ^ei^ erl^ftlt man, mettn man 
BA = BC t)on L auf ber anbem Seite t)on A an^ abfd^neibet. 

3ufa| 8. Sie Sonftruftion n)trb unmöglid^, n)enn P 
unb P'^auf entgegengefe^ten Seiten t>on L liegen ober beibe 
auf L falten. 

n. ^ttfjabe, 

(Sinen Stxti» ju befd^reiben, ber burd^ jwei ge# 
gebenc^un!teP,F gel^t unb einen gegebenen ftrei« 
K berührt. 

«nal^fi«. 
(S« fei K' 
ber gefud^te 
Äreiö unb M 
ber aßittcl' 
punit beiJ ge* 
gebenen, M' 
ber be« ge* 
fud^ten Ärei* 
fe«, fo gc^t 
MM' burd^ 
ben gemein* 

fd^aftlid^en 

Ißerii^rung«« 

9^00 et 9 0eom.lbia&^8. 2.tbifl. 
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puttlt bcibct 
ftrcife unb 
eine ©ent 
redete auf 
MM' in A 
ift gemein^ 

fc^aftlid^e 
SCatiflCttte bei* 
bct Ärcifc* 
Sit^t man 
nun toieber 
PP' unb Dcr^ 
längert e», V\S 
ed biefe Zan* 
gctttc in B 

trifft, fo ift BP • BF = BA«; jic^t man burd^K t)on B auÄ 
eine beliebige ©efante BD, fo ift m^ BC • BD = BA»; olfo 
ift BP . BF = BC . BD, unb ballet liegen P, P', C, D auf 
ber ^eripl^erie eine» Äreife». ffi« fönnen alfo gwei fünfte C, 
D auf K wiUfürKd^ beftimmt werben, woburd^ CD gegeben ift^ 
alfo ift aud^ i^r ©urd^fd^nitt B mit PP' gegeben, folgliiä^ burd^ 
bic oon B an K geaogene Tangente ber SBerü^rungöpunlt A 
auf K. Dal^er ift bie obige Aufgabe rebujirt auf bie Aufgabe : 
burd^ brei gegebene fünfte P, P', A einen Ärei« ju befc^reiben. 

Äonftrultion. Sielte PF, errid^t^ auf PF im ^aU 
birung^punfte E einen ^crpenbifel, unb nimm auf bemfelben 
einen ^unft F beliebig, aber fo, ba§ ein oon F al« SKittcI* 
punft mit FP afe ^albmeffer befd^riebcncr Sxtx§ ben ftrciö K 
in jwei fünften C unb D fd^neibet; jie^c CD, PP' unb oer^ 
längere beibe, hx^ fie fid^ in B fd^neiben ; oon B jiel^e an ben 
ÄreiÄ K bie Tangente BA unb befd^reibe einen SreiiJ K', ber 
burd^ bie brei fünfte P, P', A gel^t, fo ift biefer ber gefud^te. 

SBemeiiJ* !J)er ftrei« K' gcl^t burd^ bie beiben fünfte P 
unb P' unb l^at mit bem ftreife K ben ?ßunft A gemein; folg«' 
Rd^ ift nur nod^ au beroeifen, ba| K unb K' einanber in A 
berühren, ^ie^e MA, M'A, fo ift BC . BD = BP . BP', 



Digitized by VjOOQIC 



181 

weil D; C; P^ P' auf ber ncntlid^en ftrct^pctipl^ctic liegen. Qn 
Se^iel^ung auf bcn ftteiiJ K aber ift BC . BD = BA*, weil 
BA Sangente an K ift; alfo ift *an(S) BP . BP' = BA»; 
foIgUd^ ift BA nid^t ©efante, fonbem Sangente wn K'; alfo 
ift MA foTOO^I al^M'A^erpenbifcI auf BA; folglid^ ift MAM' 
eine gerabe ßinie unb ba^er A gcntcinfd^aftlid^et SBerü^rung«» 
punft beiber Sinien. 

Sttfafe 1. S)ie ftonftrulttou toirb einfädlet, tocnn einer 
ber beiben ^ßunlte auf K liegt, ober toenn ber auf PP' er:= 
rid^tete ^albirungi^perpenbilel burd^ M gel^t. 

gttfafe 2. @in jtoeiter ftreiö, ber t>tm K öon 3nnen 
berälgrt Urirb, lann gefunben werben, toenn man t>on F bie 
jtoeite Xangente an K fil^rt unb imUebrigen toie oben t>er:= 
fäl^rt. S)ic ßonftruftion bleibt bie nemlidje, toenn P unb F 
innerl^att K liegen; fic toirb aber unmöglid^/ tt)enn ber eine 
^ßunlt innerl^alb, ber anbere au^erl^alb E liegt, ober toenn 
beibe Jßunlte auf K liegen. 



in. Aufgabe. 

(Einen ftrei« ju befd^reiben, ber burd^ einen 
gegebenen ^unft P ge^t unb jmei gegebene gerabe 
Sinien L unb L' berührt. 



a»ittclpunft; 
t)erlängere L 
unb L'; bi« 
pe fid^ in A 
f d^neiben , fo 
ijl A gege* 
ben ; jie^e 
MA, fo wirb 
baburd^ ber 
»infel bei A 
l^albirt ; alfo 
ift AM ber 



(El? fei K ber gefud^te Ärei« unb M fein 




9» 
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iBage nad^ ge« 
geben, folglid^ 
tft aud^ ber 
wnP auf AM 
ober beffcn 
SBerlängetung 
gcfdHte^ ^tt^ 
penbifcl PB 
gegeben* SSer* 
längere PB, 
btÄ eiJ ben 
' " Äreii? K nod^ 

einmal in C trifft, fo ift PC Sl^orbe be« Äreife« unb MB bcr 
t)om aÄittelpunfte M auf fie gcfäHtc ^erpcnbifel, alfo ift PC 
in B ^ttlbirt, ober BC ift == PB: alfo ift C gegeben; bie «uf- 
gabe ift ba^er auf bie erfte Aufgabe rebujirt: einen Äreii^ ju 
befd^reibcn, ber burd^ jroei gegebene fünfte P unb C ge^t unb 
eine gerabe Sinie L berührt. 

Aonftrultion unb SdtvotiS bleiben ^ier unb bei ben 
folgenbcn SBerü^rungSaufgaben bem ©d^üler. übcriaffen. 

3ufa| 1. S)a jkoei ^eife gefunben koerben lönnen, 
toeld^e burdj P unb C gelten unb L berül^ren, fo gibt c^ 
aud^ itoti Greife, toeld^e buvd^ P gelten unb L unb L' be^ 
rül^ren. SBenn jebod^ jufäHig P auf ber ^attirungMinic beS 
bei A eutftanbencn SBinlefö liegt, fo ift obige Slnal^pS nebft 
. -ber barau^ fid^ crgebenben Sonftrultion ni^t möglid^. gür 
biefen gatt loürbe fid^ ober burd^ einen in P auf ber ^aU 
birungSünic errid^tcten ^ßerpenbilel , loeld^er, toie fid^ leidet 
nad^toeifen I&gt, Tangente an ben gefugten ftreiS toerbeti 
mu|, bie Aufgabe leidet auf bie frühere rebujiren laffen: 
einen Sreid ju befd^reiben, ber brei gegebene gerabe Sinien 
berftl^rt. 

ßufal 2. SBenu L unb L' parallel pnb, fo liegt ber 
SRittelpuirft beä gcfud^tcn ÄrcifcS auf ben jtoifdjen L unb 
L' liegenben uub öon beiben gleid^loeit entfernten 5ßaraIIeten. 
3n biefem gatte barf P nid^t außerhalb ber 5ßarattctcn Ite== 
gen, toenn bie Aufgabe mögtid^ fein foll. SBenn bagegen in 
ber gigur ju unferer Slufgabe P aufeerl^alb be8 SBinleK bei 
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A liegen fottte, fo lüilrbe ber Qt\nifU Sreiä in ben 3ltitn^ 
toinfcl ober ®(i^tMtoxntd btefeS SBinlelä fallen, bie So fang 
aitx nj&re immer mögtid^. @infac^er toirb bie ftonftrultion, 
toenn P. auf L ober L' liegt. 



IV. <3t u f Ä b r. 

einen ftrci« ju bcfd^rcibcn, bcr burd^ einen 
gegebenen $unft P ge^t unb eine gegebene gerabe 
Sinie L unb einen gegebenen ftrei« K berül^rt 

«noltifi«. ®« fei K' ber gefud^te Ärei« unb M ber 




aWittelpunft bei? gegebenen, M' ber bc« gefud^ten Äreife«; fälle 
von W auf L ben ?ßerpenbifel M'A, fo ift Ä ber SBertt^rung«* 
pun!t üon K' unb L; fäDe üon M ebcnfaD« auf L ben ^er* 
penbifel MB, weld^er ben ÄrciiS K in C unb üerlängert nod^' 
einmal in D fd^neibc; jiel^e ferner MM', wcld^eö burd^ benSBe* 
rü^rungiJpunft E beibcr Ärcife gelten wirb unb enblid^ jiel^e 
DE, AE, CE. Da DM |; M'A ift, fo ift DME = EM'A; 
ferner ift A DME gleid^fd^enflig unb ebenfo A EM'A; bal^er 
finb in ben Drciedfen DME unb E'MA aud^ bie 8BinfeI an bcr 
©runblinie gfeid^, ober DEM = AEM'; mitl^in, ba MEM' eine 
gerabe Stute ift, fo ift aud^ DEA eine gerabe Sinie; ba§er ift. 
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tocnn DP gcjogcn wirb, tocId^ciJ K' in F fd^ncibc, 
DE • DA = DF . DP. $Rttn tft aber BCEA ein «rei^üierecf, 
weil DEC = DBA = 90^ = CEA ift; mithin ift 
DE . DA = DC . DB; ba^er ift att<^ DC . DB =DF.DP. 
golglid^ liegen bie ?ßunfte B, C, F, P auf ber ^ßetip^crie eine« 
«reife«, 5«un ift M unb L, alfo ber ?ßerpenbifel MB, alfo 
B, C uttb D gegeben; folglich ift anä) DP gegeben; folglid^ 
aud^ ber Dnrd^fd^nitt F be« burd^ B, C unb P befd^riebenen 
Äreife« mit DP; bie Aufgabe ift ba^er rebujirt auf bie crftc 
ober jweitelfttfgdbe: einen Srei« ju befd^reiben, ber bur^ groei 
^unlte P unb F gel^t unb entroeber bie gerabe Sinie L ober 
ben ftreiJ K berül^rt, worauiJ fid^ Äonftrultion unb JBeroeig 
leidet ableiten laffen, 

gttfafe 1. Da fid^ jloei ftreifc befd^rciben laffen, ttjeld^e 
burd^ P unb P gelten unb L berühren, fo gibt cä aud^ jloei 
ftrcife, feeld^e ber gegebenen Aufgabe ©enfige teiftcn unb 
toeld^e bcibc K \)on Sinken berill^rcn n)crbcn. ®ine äl^nlid^e 
Slnat^fiS toic oben läßt fid^ aber aud^ unter ber SSorau^« 
fefeung bilben, ia^ jtpifd^en K' unb K eine Serül^rung t>on 
3nnen ftattfiubc; auS i^r n)ürbe fid& ergeben, ba§ jur S3e^ 
ftimmung bcS ^ßunlteS F nid^t burd^ B, C unb P, foubcm 
burd^ B, D unb P ein Ärei§ befd^ricben loerbcn ntüffe, burd^ 
bcffen S)urd^fd^uitt mit CP ber 5ßun!t F beftimmt toerbe. 



Digitized by VjOOQIC 



136 

gftr bicfctt gatt qM cS toicber jtoci «reife, tocld^e burd^ P 
ttttb P gelten unb L berühren, golglid^ gibt cS im ®anjcn 
4 Steife, toeld^e burd^ P ge^en unb L unb K berül^ren. 

3ttfafe 2. Sie Slufgabe toirb einfädlet, toenn P ouf L 
ober auf K liegt. @ie ift jebodj uiimöglidj, totm P unb K 
auf öerfd^iebeneu Seiten r>on L liegen, ober toemt P innerhalb, 
L aber augerl^alb E liegt. 



V. <3t u f Ä b r. 

einen Ärei« ju befd^reiben, ber bnrd^ einen ge* 
gebenen ^nnft P ge^t nnb imex gegebene «reife K 
unb K' berührt 




«naltifi«. e« fei K" ber gefud^te «rei« unb M, M', 
M" feien bcjiel)ungi8n)cife bie aWittelpunfte ber brei «reife K, 
K', K"; jicl^e MM', MM", M'M", fo ge^en MM" unb M'M" 
burd^ bie 8erüt)rung«punfte A unb B be« «reife« K" mit K 
unb K'; jie^e AB unb verlängere t», biö e« bie SSerlängerung 
t)on MM' in C fd^ncibe; AC fd^neibe ferner bcn «rei« K' nod^ 
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einmal in D, jicl^c MD, fo ift ABM" = M'BD; ba nun aber 
wieber A ABM" fowo^I ate A BDM' gleic^fd^cnHig ift, fo ift 
aud^ BAM" = BDM', alfo ift M"M || MO) unb ba^er 
MA : M'D = MC : M'C, ba^er ift ba« SBer^ältni^ vtm 
MC : M'C gegeben; ba nun aud^ MM' gegeben ifl, fo ijl C 
gegeben unb wirb am einfad^ften gefnnben, wenn man amei hz^ 
liebige ^albmeffer ME, MT einanber parallel unb hierauf EF 
jiel^t unb le^tere« Derlängert, hx& t» bie SSerlängerung oonMM' 
in C trifft. C« fd^neibe nun EC bie Äreife K unb K' nod^ 
einmal in G unb H, wobei fowol^I bie wiKtfirlid^ gewählten 
^mxHz E unb P, d» aud^ bie burd^ jene beftimmten G unb 
H ate gegeben betrad^tet werben tonnen, fo ift, wennMG,M'H 
gejogen wirb, ME || M'P, alfo MEG = M'FH; aber MGE 
= MEG unb M'HF = MTH, alfo aud^ MGE = M'HF unb 
bai^er MG || M'H. Da nun aud^ MA || MD ift, fo ift 
AMG = DM'H unb bal^er aud^, weil bie S)reietfe MAG unb 
M'DH gleic^fd^enHig fmb, MGA = M'HD; folglid^ ift aud^ 
EGA = FHD, alfo AG || DH, ^ie^t man nun BP, fo ift 
BDHF ein ÄreiÄoieredE; alfo DBF + DHF = 180«; aber 



Digitized by VjjOOQIC 



137 

aud^ CHD + DHF = 180^ alfo ift DBF = CHD = CGA 
(weil AG II DH ift). 5«ttn ift CBP + ABF = 180S alfo 
ifl au<^ AGF + ABF = ISO*; ober ABFG ift ein ftreiö* 
mereA S)entt man fid^ nun ben ju ABFG gel^örigen Ärciö 
bcfd^ricben, fo ift CF . CG = CB . CA. ^ie^t man aber 
CP, weld^c« ben ftrei« K" nod^ einmal in L fc^neibe, fo ift 
an6) CB . CA = CL . CP; alfo ift CF . CG = CL . CP, 
ober bie mer ^nfte F, G, L, P liegen auf ber ^ßeripl^erie 
eine« Äreife«. ®a nun bie ?ßunfte G, F, C, alfo aud^ CP ate 
gegeben beirad^tet n)erben tonnen, fo ift aud^ L gegeben unb 
liegt auf bem S)urd^fd^nitte ton CP mit bcm burd^ bie ^unlte F, 
G, P befd^riebenen Äreife. Dia Aufgabe ift bal^er rebujirt auf 
bie ivotxtt Aufgabe: einen JhreiS }u befd^reiben, ber burd^ jmei 
gegebene fünfte P unb L gel^t unb einen gegebenen Ärei« K 
berä^rt, n)orauj$ fx^ n)ieber fon)o^I bie ^onftruftion afö ber 
ßmd» ableiten lägt. 

Sufa| 1. @§ gibt jtüei ftreife, loetd^e ber lefetern Auf* 
gäbe ®enüge leiften. StDei vettere Steife erl^ält man burd^ 
eine ä^nlid^e Slnot^fiS, bei loeld^er jebod^ M'F nad^ ber ent* 
gegengefcfetcn ©cite beS Äreifc8 unb || ME erfd^eint, loemt 
tiemlid^ K" ben einen ÄreiS öon Sinken, ben anbern öon 
gnnen berül^tt. @ä gibt fotglid^ 4 Steife, n)cld^c burd^ P 
ge^en unb K unb K' berühren, toobei (nad^ ber Seite 9 
angegebenen IBejeid^nung) folgenbe 4 Slrten öon IBerü^rungen 
öorlommcn: 1) Ka, K'a 2) Ka, K'i 3) Ki, K'a 4) 
Ki, Kl. 

3ufa| 2. Slnalog ben frül^eren tBemerhtngen läßt fid^ 
leidet angeben, toann bie Slufgabe einfad^er unb toann fie un* 
möglid^ toirb. 



VI. aufgabt. 

(Sinen Äreijg äu befd^reiben, ber jmci gegebene 
gerabe ßinien L unb L' unb einen gegebenen ftrei« 
K berfil^rt. 
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«nalgfi^- Si^ fei K' bcr gcfud^tc Ärci« uub M unb 
M' bie üßittclpunftc ber bciben Ärcifc K unb K'. ^icl^cMM', 
fo gc^t biefe« burd^ ben gcmcinfd^aftlid^cn SJcrü^ning^punft A; 




fättc ferner von M' auf L unb L' bie ^ßerpenbifel M'B unb 
M'C, fo finb B unb C bie JBerü^rungöpunfte unb M'A --- M'B 
= M'C. SSerlängere M'B unb M'C fo m6j D unb E, baß 
BD = CE = MA wirb, fo ift MO) = M'E = M'M unb 
ein mit M'M oon M' afe SRittelpunlt befd^ricbcner Ärci« gel^t 
alfo aud^ burd^ D unb E unb jwei burd^ D unb E paraDel 
mit L unb L' gezogene gerabc Siuicn FG unb HK finb ba^er 
Slangcntcn an ben Ic^tcm fireii^, Da nun L unb L' unb bie 
Entfernungen ber ^ßaraDcIen FG unb HK oon L unb L' gleich 
bem ipalbmeffer beö gegebenen Äreife«, mitl^itt gegeben finb, fo 
finb aud^ FG unb HK gegeben. !J)ie Aufgabe ift alfo rebujirt 
auf bie britte Aufgabe: einen Ärcig ju bcfd^reiben, ber burd^ 
ben ?ßunft M gel^t, unb bie geraben Sinien FG unb HK bc* 
rü^rt. 3;ft baburd^ ber Sreii^ DME gefunben, fo ift ber ge^ 
fud^te Sreiö foujentrifd^ mit bemfelben unb fein ^albmcffer 
Heiner al« ber beö Sreifej^ DME um ben |)albmeffcr beö ge- 
gebenen Rreife«^ worauj^ fid^ Äonftruftion unb SBemei« ergeben. 
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3ufa^. @g gibt jtoci ßreifc, bic burd^ M gelten unb* 
PG unb HK berühren. (Sine ä^nlid^e «tial^fig fül^rt, tocnti 
K unb K' cinanbcr öon gnnen bcriH^ren, auf jtoci ßinicn 
Pa unb HK, bic cbenfattS um bcn ^olbmcffer beS Steifet K 
t)on L uttb L' entfernt flnb, aber auf bcr entgegengefe^en 
Seite, alfo gegen M ^m liegen, loa§ auf jtoci »eitere 
«reife fftl^rt. 3m ©anjen leiften alfo 4 ftreifc ber Aufgabe 



Vn. aufgabt. 

(Sinen ftrei« ju befd^reiben, ber eine gegebene 
gerabe Sinic L unb jwci gegebene Äreife K unb K' 
berührt. 




«naltifi«. (Sä fei K" ber gefud^te Ärei«; unb M, M', 
M" feien bie aWittelpunlte ber «reife K, K', K". 3ic^c M"M 
unb M"M', fo ge^cn bteje burd^ bie SBerü^rung^puntte A unb 
B; fäflc femer von M" auf L ben ?ßerpenbifel M"C, fo ift C 
S5erü^rung«punlt ber SinieL unb e« ift M"A = M"B= M"C. 
»erlängere M"B unb M"C fo nad^ D unb E, ba§ BD = CE 
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= MA wirb; fo ift M"M = M"D = M"E unb ein wn M" 
ate aÄittcIpunft mit M"M ate ^albmeffct bcfd^ricbcner ftrci« 
gcl^t au6) burd^ D unb E unb berfl^rt einen von M' afe ÜRit* 
tclpunit mit MD afö ^albmeffer befd^riebencn ftrei« K'", fon)ie 
eine burd^ E parallel mit L gejogene gcrabe ßinie FG, S)a 
nun Ma)=M'B— DB=M'B— MA, b, \). gleid^ ber ©ifferenj 
ber ^albmeffer beiber gegebenen Äreife K unb K' ift, fo ift 
Ärei« K'" gegeben; ba ferner L unb bie Entfernung ber ^a* 
raHele FG^üon L gegeben, nemlid^ gleid^ bcm ^albmeffer be« 
«reife« K'ift, fo ift aud^ FG gegeben* ®ie Aufgabe ift alfo 
rebujirt auf bie üierte Aufgabe: einen Ärei« ju bcfc^reiben^ 
ber burd^ einen gegebenen .?ßunlt M ge^t, eine gegebene gerabe 
£inie FG unb einen gegebenen Ärei« K"' berül^rt, 3fft babur(!^ 
ber ftreij^ DME gefunben, fo ift ber gcfud^te Srei« baburd^ be^ 
ftimmt; bafe er bem Äreife DME fonjentrifd^ ift unb ba§ er 
einen um ben ^albmeffer be« Äreife« K Heineren ^albmeffer 
l^at, moraitö fid^ Äonftruftion unb SBeweii? ableiten laffen. 

8nfo|. Slad^ bem Sufafee ju ber vierten ?lufgabe gibt 
el5 4 ftreife, toeld^e burd^ M gelten unb FG unb K"' bc* 
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rül^rcn. S)a nun aöer aud^ FG auf ber cntgegettflcfcfeten 
®cite t)on L liegen lantt, ober, toaS auf ba8 JRemlld^c fü^rt, 
ba ber ^albmeffcr beS ftreifeä K"' gleid^ ber ©untme ber 
^attmeffcr beiber ftreife K unb K' ftatt gleid^ tl^rer S)ifferenj 
»erben lann, toobuxif 4 weitere ftreifc beftimmt loerben, fo 
gibt eS im ®anjen 8 ftrcife, toeld^e L, K unb K' bcrül^ren. 



Vm. ßiufinbt. 

einen Srei« ju befd^reiben, ber brci gegebene 
«reife K, K', K'' berührt 




«naltifi«. e« fei K'" ber gefud^te «rei« unb M, M', 
M", M'" bie aWittelpunfte ber «reife K, K', K", K'", fo wer^ 
ben wieber burd^ M'"M, M'"M'; M'"M" bie 83erttl^rung«panlte 
A^ B, C bepimmt; unb wenn wieber BD = CE = MA gc* 
wad^t werben, fo ift M'"D = M'"E = M'"M; unb ein mit 
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Icftteret fiittic afö ^albtneffer von M'" afö ÜRittcIpunft bc* 
fd^rtcbcttcr ÄrcijS gcljt baljcr aitij^ burd^ D unb E unb berührt 
bic mit K' unb K" fonäentrifd^cn Ärcifc K»^ unb K]^, bereu 
^albmeffcr M'D unb M"E gegeben finb, ba MD gleid^ ber 
Differenz ber ^albnieffer von K' unb K, M"E aber glei^ ber 
ÜDiffereui ber ^albmeffcr vonK" unbK ift ©al^er ijlK»^ unb 
K^ gegeben unb bie Aufgabe ift auf bie fünfte jurüdgefü^rt: 
einen Äreiö ju befd^reiben, ber burd^ einen gegebenen ^unft M 
gel^t unb jwei gegebene Sreife K'^ unb K^ berttl^rt. «u« bem 
Streife DME ift hierauf leidet ber gefud^te ÄreiöK"' abjuleitcn, 
ba berfelbe bem erften lonjentrifd^ ift unb einen um ben ipalb^ 
meffer be« Sreife« K Heineren, ^albmeffer l^at. ftonftruftion 
unb SBeweii^ ergeben pd^ leidet barauiJ* 

8ufa^. 9lad^ bem g^fafee jitr fünften Aufgabe gibt eS 
4 Greife, ttjeld^e burd^ M ge^en unb K»^ unb Ky berfil^ren. 
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SRun fönnett aber bic ffrcife K?^ unb K^ aud^ baburd^ be:= 
ftimmt tperben, ba§ bic Summe ber ^otbmeffer öon K unb 
K' für K»^ unb bie Summe ber ^atbmeffer öon K unb K'' 
für K^ ftatt ber Sifferenj biefer ^albmeffcr geloäl^It tüerbcn, 
tüoburd^ 4 tüeitere »reife beftimmt finb. @^ qxU atfo im 
©anjen 8 ffreife, toetd^e K, K' unb K" berül^ren. SJergl. 
barüber aud^ Seite 9. 



Die bij^^erigen Aufgaben pnb.uid^t blofe wegen il^rer SRe* 
bultionen auf einanber tntereffant, fonbern aud^ be^wegen wid^* 
ttg, weil fid^ auf fie wieber eine aWenge anberer Aufgaben rc* 
bujiren laffen. «I« JBeifpiele baoon mögen nod^ folgenbc brci 
Aufgaben biencn : 

1) (Sinen Ärei« ju bcfd^reiben, beffen ÜÄittel' 
punft auf einer gegebenen geraben ßinie L liegt, 
ber burd^ einen gegebenen ?ßunft P gel^t unb einen 
gegebenen ^xti& Kberül^rt 

2) Auf einer gegebenen geraben Sinie L einen 
^unft ju finben, ber bie (gigenfd^aft ^at, ba^ bie 
©urnme ober bie Differenj ber beiben »on il^m 
nad^ swei gegebenen ?ßünften P unb P' gejogenen 
geraben Sinien einer gegebenen geraben Sinie a 
gleid^ fei. 

3) ffiin ftrei« K unb jwei ^ßunlte P unb P' finb 
gegeben; auf K einen ^unft ju finben, ber bie 
ffiigenfd^aft ^at, ba§, wenn man von il^mnac^P unb 
P' gerabe Sinien jie^t, bicfelben ben «rei« nod^ 
einmal in jwei ?ßunften fo f d^neiben, ba§ bie SSer* 
binbungdlinie biefer ©d^neibungöpunfte ber SSer* 
binbungglinie t>on P unb P' parallel wirb. 

ffiir geben im fjolgenbcn nur bie «nalt)ft« biefer brei auf- 
gaben unb überlaffen e« bem ©d^üler, barau« «onftrultion unb 
SBeweid abzuleiten. 
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«iialijfi« inx erteil Aufgabe. « 




fei K' ber 

«tri«, bef* 
f Ol SRtttd^ 



M' 
liege 

bec 

P 

unb 



pmtft 
anf L 
w& 
bitr^ 

9^ 

K betfi^te« 

SffiOe iH)ii 

P auf A 

bea ^ßetpen« 

bifel PA 

ttnb Der* 

längere i^n bi« er ben ftreU K' no^ einmal in B trifft, fo 

ift BP in A ^albirt, roeü M'A anf BP fenfre^ jte^t; alfo 

ijl AB = PA Do nun P nnb L gegeben ijt, fo ift and^PA 

gegeben, alfo ifl an^ AB = PA gegeben; folglid^ ift ber 

$nnft B gegeben nnb bie Xufgabe ift alfo auf bie sweite 8e^ 

rfi^ungSaufgabc jurfltf geführt: einen ftretÄ an befd^reiben, ber 

bnr^ an^ei gegebene fünfte P nnb B gel^t nnb einen ftreti» K 

berfl^. 

«nal^fi« jnr jweiten Aufgabe* ffi« fei A ber ge^ 
fttd^te $nnft auf L, ber bie (Eigenf^aft l^abe, \>a% entveber 
AP + AP' = a, ober AP — AP' = a fei aSerIftngere für 
ben erftctt 8fatt AP fo über A nad^ B, ba§ AB = AP' ijl, fo 
ift PB = AP + AP' = a, alfo ift PB ber ©röfee na^ ge- 
geben unb B liegt bal^er auf bem oon P ate aWittelpnnft mit 
a ate ^albmeffcr bcf^riebenen Ärcife DBE* ©d^neibe ebenfo 
für ben awcitcn Ofafl AC = AP' oon AP ab, fo ift PC = 
AP — AP' = a unb C liegt bal^er auf bem oon P ate iDlit:* 
telpunft mit a ate ^albmeffer befd^riebcnen Äreife CFG* 5Da 
nun fomo^I P ate a gegeben ift, fo ift in beiben Ofütten ber 
ftrei« DBE ober ber ftrei« CFG gegeben* SBefd^reibt man nnn 
oon A ate SWittelpunft mit AP' ate ^albmeffer einen Ärei«, 
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ber butd^ B 

ober gelten 

wirb, fo bc* 

rül^rt bicfer 

Ärctj5 im 

erftctt gaDc 

bcn Sxü^ 

DBE in B 

üott gnttcit; 

im jTOcitett 

bcn Srei« 

CFG in C 

von Äu^en, 

weil fomol^I 

P, A unb 

B, ate aud^ P, A unb C in einer geraben Sinie liegen» S)ic 

Stttfgabe ift alfo auf bie üorigc rebujirt: einen Ätei« ju be* 

fd^rciben, beffcn SRittclpunft auf ber gegebenen geraben Sinie L 

liegt, ber burd^ ben gegebenen ^unft P' gel^t unb im crjten 

gatte ben gegebenen ÄreiiJ DBE üon ^mtn, im aweiten ben 

gegebenen SreiS CFG »on «u^en berührt» ®aburd^ aber ijl 

fie nad^ bem SSorigen auf bie jweite Serül^runggaufgabe jurild* 

gefül^rt. 

«nalgfi« aur brüten «nfgabe. (S« fei A ber 
gefttd^te ?ßun!t, ber bie 
Sigenfd^aft l^abe, ba^, 
mcnn AP, AP' unbPP' 
gejogen werben, AP unb 
AP' ben Ärei« K fo in 
gmei fünften B unb C 
fd^neiben, \>a% wennBC 
gejogen wirb, BC || PP' 
fei. S)enlt man f\6) an 
K in A bie Siangente 

DE gejogen, fo ift 

DAB = AC!B, unbEAC 

9{ageU geom. KnaD^ftö 2. IbtfK. 10 
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= ABC, weil DE SCan* 
gentc, AB xmb AC aber 
ei^orben ttnb AGB, ABC 
^eripl^eriewinfel fmb. 
5Rtttt ift aber BC||PP'; 
alfo ift aud^ DAP = 
APTttnbEAP'=APP'. 
!X)ie 2;an9ente DE ^at 
alfo gegen \)a& !DreiedE 
APP' biefelbe Sage wie 
gegen baS ÜDreied ABC. 
93efd^reibt man alfo 
burd^ bie brci fünfte A, P, P' einen jweiten Äreiö; fo ift DE^ 
ebenfato Sangente be« lefetem. ©al^er l^abcn beibe ßreife in 
A.eine gemeinfc^aftlid^e Stangente nnb berül^ren fid^ folglid^ in 
bem gefud^ten ?ßttnlte A. !S)ie «ufgabe ift alfo auf bie jmeite 
Serü^rungi^aufgabe jurfidgefül^rt : einen Äreiö ju bef (abreiben, 
ber burd^ bie beiben gegebenen ?ßun!te P unb P' ge^t unb ben 
gegebenen ßrei« K berührt. !ßa e« nad^ bem grüneren jwei 
fold^e «reife gibt, fo mirb ej^ aud^ auf K jmei fünfte geben, 
meldte ber Aufgabe ®enüge leiften. 




§•4. 
£)ie Slufldfung bet Slufgaben butdf iSelitfä^e« 

SQSenn im Sid^erigen gezeigt morben ift, wie man eine 
gegebene Aufgabe baburd^ löfen fann, ba§ man fie mit einer 
fd)on gelöj^ten Aufgabe in irgenb eine SBerbinbung fefet, cnt^^ 
meber ba§ man fie nad^ bem üorigen Paragraphen auf jene 
rebujirt, ober ba§ man nad^ bem üorlegten Paragraphen eine 
Analogie jmifd^en beiben Aufgaben erfennt, fo ift baS %oU 
genbe baju beftimmt, nad^gumeifen, mie Aufgaben ju bel^anbeln 
finb, bei benen junäd^ft meber Sftebuftionen nod^ Analogien auf* 
gefunben werben fönnen. ^ier gibt e0 nun oor Allem eine 
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große Qafjl wn Scl^rfäfecn, n)cl(i^c unmittelbar t^re Ättroenbung 
für bie Söfung t)on Aufgaben finbcn, unb bie le^tere wirb 
bal^er l^äufig bemienigen Ux(S)t, bcm ber barauf bejüglid^e ßel^r* 
fafe belannt ift, wäl^rcnb ein anbcrer nic^t feiten bie größten 
@(^n)terigfeiten bei ber Söfung finbet. @0 ergibt fid^ barauiS 
von f elbft, baß jur (grreid^ung einer ©ewanbl^eit in ber ßöfung 
geometrifd^er Aufgaben vox ÄQem ntöglid^ft umfaffenbe ftenntniß 
ber Xl^eorie ber ebenen @eometrie erforberlid^ ift. dagegen 
l^at aud^ umgcfel^rt l^äufig bie «nalgfid einer Aufgabe, weld^e 
unmittelbar bie ^nmenbung eined Sel^rfaged entl^ält, benjenigeU; 
bem bicfer Sel^rfag unbefannt war, jur STuffinbung beffelben 
geffil^rt @in S3eifpiel n^irb bieß beutlid^ machen« Sßem ber 
©eitc 4 außgefpro^ene Se^rfa| befannt ift, bem wirb t^ aud^ 
leidet werben, für bie auf berfelben ©eite bel^anbclte Aufgabe 
bie «uflöfung ju finben; benn wenn er weiß, baß in jebem 
rcd^twinfligen !DreiedEe, in welchem burd^ ben ^ö^enperpenbifel 
bie ^gpDtenufe ftetig proportionirt gefc^nitten wirb, bie fleinerc 
jtat^ete gleid^ bem großem biefer ^atl^ete nid^t anliegenben @eg« 
mente ber ^tjpotenufe ift, fo bebarf er für bie Aufgabe: ein 
red^twinflige« 5DreiedE ju lonftruiren, beffen ^gpotenufe gegeben 
ift unb bei weld^em eine ßatl^ete gleid^ bem i^r nid^t anliegen' 
ben ©egmeutc ber ^gpotenufe fein fott, laum eine «naigjtd, 
um bie Söfung ju finben ; e« ergibt fld^ il^m aM bem genann» 
ten Sel^rfafee unmittelbar, baß er bie gegebene ^gpotenufe ftetig 
proportionirt fd^neiben muß, um ben gußpunit be0 J^öl^enper^ 
penbileld ju erl^alten, fo baß aldbann nid^td mel^r übrig bleibt, 
afö über ber ^tj'potenufe einen ^alblreiö ju befd^reiben unb in 
bem erl^altenen Durc^fd^nitti^puntte auf ber J^gpotenufe einen 
?ßcrpenbifel ju errid^ten, weld^er burc^ feinen !Ourd^fd^nitt mit 
bem ^albfreife bie ®pi|e be« red^twintligen ©reiedfö beftimmen 
wirb. SBem nun aber ber genannte Sel^rfafe nid^t befannt ift 
— unb bieß werben wol^l riele fein, weld^e bie bamit jufdm* 
men^ängenbe Aufgabe löfen wollen, , ba berfelbe nur feiten in 
ben gewöl^nlic^en ßtl^rbüd^ern erwähnt wirb — , bem bleibt 
natürlid^ nid^td übrig, ate o^ne fold^e aSoraui^fe|ungen eine 
Änalgfii^ ber Aufgabe ju rerfud^en* ®ie wirb il^m nid^t 
gerabe fd^wierig werben* (£0 fei ABC ha» gefud^te red^t« 

10* 
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winfligc !Drctcd, wcld^cj^ bic 
®i9c«f^aft f)aU, ba§ bcr 
Don C auf AB gefällte ?per^ 
penbifel CD ein ©egment AD 
abfd^neibe, njeld^ei» ber Sa* 
t^ete BC gleich fei. 5Raci^ 
befannten ffiigenfd^aften be« 
ted^toinfligen ißreiedte ift BC» = AB . BD; ba nun BC = 
AD werben foB, fo niu§ aud^ AD« = AB . BD, ober 
AB : AD = AD : BD fein, worau« fid^ ergibt, ba| AB in 
D ftetig proportionirt gefd^nitten ift 3)a nun AB gegeben ift, 
fo ift aud^ D gegeben; folglid^ ift bieSage bei^ ^ßerpenbifcfe CD 
gegeben; nun ift aber ACB = 90% foIgIi(ä^ liegt C auf beut 
über AB ate ©urd^meffer befd^riebenen ^albfreife; alfo liegt C 
auf bem Durd^fc^nitte bei^ genannten ?ßerpenbifefe mit biefem 
^albfreife unb ift ba^er gegeben. Der «uflöfer ift baburd^ 
nid^t bloj^ auf bie ©eite 4 angegebene Äonftruftion ber gege^ 
benen Aufgabe gefomnten, fonbem er l^at aud^ sugleid^ ben 
©eite 4 unten erwähnten Sel^rfafe entbedEt. 

3war wirb, bie ©ad^e genau betrad^tet, jebe «ufgabe 
burd^ Se^rjäge gelWt, ba i^re «uflöfung auf geometrifd^en 
SBal^rl^eiten berul^t, weld^e in ßel^rfäfeen au^gefprod^en finb* 
aWan üerfte^t aber unter ber ?(uf[öfung burd^ Se^rfäfee in«be* 
fonbere eine fold^e Äuflöfung geontetrifd^er Aufgaben, weld^e eine 
unmittelbare golge eine0 geometrifd^en ße^rfafee« ift, nament* 
lid^ menn biefer Sel^rfag nid^t gerabe ju ben in allen ßel^r*^ 
büd^em ber ebenen ©eometrie üorfommcnben,* alfo gleid^fam 
ia& fjunbament ober ©erippe ber ©iffenfd^aft bilbenben ße^r* 
fäfeen geprt 

Seftimmte SRegeln über bie «nalgp burd^ ße^rfäfee lön^ 
neu weniger gegeben werben, afe in ben üorangcgangenen fräßen, 
ba, wie aud bem ©efagten fid^ ergibt, bie «nwenbung beö Sel^r* 
fafeei^ ftet« eine unmittelbare, ift, bie nur bem möglid^ ift, ber 
ben Sel^rfafe fennt. (ginige S5eifpiele aber werben bie SSer^ait* 
niffe, weld^e l^ier ftattfinben, nod^ weiter aufflären. 

©d^on bie ©eite 33 bezauberte «ufgabe, ein DreiedE ju 
tonftruiren, oon weld^em bie brei aWittellinien gegeben fmb,' war 
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nur für bcnjcnigcn lösbar , locld^cm btc Sc^rfäfec bcfannt finb, 
ba§ fi(^ bie brci aWittcUinicu cincö ©rcicdj^ in einem einjigen 
?ßunfte f(]^ncibctt unb ba§ iebe aKittellinie üon ben bcibcn ati^ 
bern fo getl^ctlt roirb, ba§ ba« jiöifd^cn bcm gemeinfd^aftlid^en 
35urd^f (Quitte unb ber ©eitc liegcnbe ©tüd ein ÜDrittl^ctl; ba« 
gtt)if4«i i^«^^ iDurc^f^nitt unb ber ©infelfpige liegcnbe ©türf 
aber awei iDritt^etle ber ganscn ÜRittcninic beträgt» 

6« fei nun bie weitere Aufgabe gegeben: bur^ einen 
gegebenen ?punft P eine gcrabe ßinie fo l^inburd^* 
jujiel^en, ba§ bie ©unime ber tjon brei anbern ge:^ 
gebenen ^ßunlten P', P", P'" auf fie gefällten ^er* 
penbifel Don gegebener ®röge = a fei 

SBer nur mit ben gemöl^nlid^en Sel^rfägfn ber ebenen ®eo« 
metrie, ic^ möd^te fagen^ mit ben gunbamentallcl^rfäfeen bcrfet 
ben befannt ift, wirb bie genannte Aufgabe etwa auf folgenbe 
Art bel^anbeln» 

«nalpfi«- ©0 fei AB bie gefud^tc burd^ P gcl^enbe 
gcrabe Sinie, wcld^c bie (Eigcnfd^aft l^abe, ba|, wenn t)on 
P', P", F" auf fie bie ^crpenbüel P'C, P''D, F"E gefaßt 
werben; FC + P'O) + P'"E = a fei. 3ic^e P'F", fo ift 

P'CEP"' 

ein SCra* 

pea, tu 

weld^em 

P'C, P'"E 

bie beibcn 

|)aranelett 

©eitctt 

finb. 5Wad^ 

einem aß* 

belannten 

Scl^rfafee 

ift in einem 

SCrapejc 
bie SSer^ 
binbungd- 
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Knie ber 

rungdpunltc 
Bcibcr nid^t* 
parallelen 
©eiten 
^alb fo 
grog afö 
bie ©nnime 
beibcr pa* 
raöclen 
©eiten; 
* ]^aI6irttttan 
alfo P'P"' 
in F unb 
CE in G 
unb jicl^t 
FG, fo ift FG = V* (P'C + P'"E) unb auglcic^ 
ift FG II FC, alfo ani) fcnfred)t auf AB. ajctiängcrt man 
nun DP" über P" fo mä) H, bafe HP" == 2FG wirb, fo ift 
HP" = P'C + P"% alfo DH = P'C + P'"E + P"D = a. 
Sie^t ntan nun GH unb FP", fo ift A HKP" cv A FGK, 
weil HKP" = FKG unb KHP" = FGK ift (ba FG || HD 
ift), ba^er ift aud^ KP" : FK = HK : GK = HP" : FG; 
aber HP" = 2FG, alfo ift an^ KP" = 2FK unb HK = 2GK, 
ober FK = Vs^" ^nb GK = VsGH; nun ift P' unb P'" 
alfo P'P"', folglich aud^ fein ^albirungßpunft F gegeben ; folg* 
Ii(^, ba P" gegeben ift, fb ift aud^ FP" gegeben; ba nun 
FK = Vs^P" gegeben ift, fo ift aud^ K gegeben. ^&Ut man 
nun üon K auf AB ben ^erpenbifel KL, fo ift aud^ 
A HGD c^ A KGL, alfo HD : KL = GH : GK, folglid^ 
ba GK = VsGH ift, fo ift auc^ KL = %m) = Vaa; alfo 
ift KL ber ®rö§e nad^ gegeben. SBenn nun PK gejogen wirb, 
weld^e« gegeben ift, weil P unb K gegeben finb, fo ift in bem 
re^twinfligen DreiedEe PKL bie ^gpotenufe PK unb^bie Sa* 
^l^ete KL belannt, folglid^ fann biefeö ©reiedt lonftruirt werben ; 
folglid^ ift L, alfo PL ober AB gegeben. 
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ftonftrulttott. S^^¥ P'P'"f l^albirc cd in F unb stelle 
V'% t^cilc c« in K fo, bafe FK == V»P"F ift unb jic^c PK; 
über PK afe !Durd^mcffer bcfd^rcibc einen ^alblrei« nnb lege 
in bcnfelben von K and eine ©l^orbe KL = Vs* wnb jic^e 
PL; foift PL ober AB bic gcfud^te ßinie» 

SBcroctd- gäöc t)on P', P", F" nnbP anf AB bic^ßcr^ 
penbifcl FC, P"D, P'"E nnb FG, weld^e färnnttlic^ parattcl 
mit, KL fein werben, ba PLK = 90^ alfo KL anf AB jen!* 
rciä^t fte^t; jiel^e GK nnb Derlängcre ed, bid ed bic aSerlän:^ 
gerüng üon DP" in H trifft ©a FÖ || HD ift, fo ift 
A FGK oo A HKP" nnb ba^er GK : HK == FG : HP" = 
F^ : KP"; aber FK == VsP''^. alfo FK = VaKP" nnb 
ba^er onci^ FG = V2HP" nnb GK = V^HK. Sinn ift and^ 
PG = 1/^ (P'C + P"'E), weil PT"' in F ^albirt nnb 
FG II P'C II F'^E ift; ba^cr ift V^HP" = Va (P'C + P'"E), 
folglid^ HP" == FC + F"E nnb ba^er P'C + F"E + F'D 
= HD* SRnn ijt A GKL cv A GHD, weil KL || HD ift; 
ba^er ift GK : GH = KL : HD; aber HK = 2GK, alfo 
GH = 3GK; folgliii^ ift and^ HD = 3KL = 3 . V»a =a; 
ba^er ift an* P'C + P"'E + P"D = a. 

!Diefer ganjelSang bcr Änaltjfidn. f. w., ben oießeid^t mand^er 
crft nad^ langem ©nd^en finben mirb, ift j[ebod^ übcrpffig-für ben, 
meld^er bie Se^rc non ben aßittcllinien in einem ©reiedfe genaner 
f ennt, meld^em ba^er anßer ben ©eite 149 ermähnten ©äfeen über bie 
SWittcIIinten nod^ folgenber weitere ©ag über biefelben befannt ift : 
SBenn man in ber @bene 
eine« !DreiedE8 ABC nnb 
jmar angerl^alb beffelben 
eine beliebige gerade Si* 
nie L jie^t nnb fomol^l 
von ben SBinlelfpifeen A, 
B, C, afö and^ üon bem 
!S)nrd^fd^nittdpnnIte G b« 
brei üon biefen SBinfet 
fpifeen nad^ ben ^al«« 
bimngdpnnttcn D, E, F 
ber @egenfeiten gejogenen 
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amtteninien auf bie Sinte L ^erpcnbilel AH, B^, CM, GN 
fäHt, fo ift bie ©umme ber btei wn A, B unb C gefiuten 
«erpcnbiW breitnal fo grol, ci» ber wn ö gefaDte, b. 9- «« 
ift AH + BK + CM = 3GN. <Der SBeroeiä btefe« ©ofee« 
(mal «teitt Se^tbt«^ ber ebenen ©eometrie 13tc «uflage, «n« 
Lg, IV. abt^eilung A 5ßr. 27, »ofelbft berjelbe no« me^r 
moBfleweittert f^ finbet) ift «o|I am Wten folgenbcr: 

5ie^e burd^ G eine ^a» 
raöele OP mit L, wel^c 
AH in Q unb bie »er. 
längerungen t)on BK unb 
CM in ß unb S f^neibe, 
fo ift BK = QH = 
SM = GN, roeU OP I! L 
unb bie genannten Sinicn 
einanber paraKel fmb ; 
jie^e nun burd^ D eine 
^oroKele DT mit AH, 
ober KB ober MS, fo ift 
nad^ bem oben erwähnten 



M 




X -k: jstm itr 



»»UM^ VV»»* VVV»» v*»^»—y»-' 

©ofee über bie SUHttellinien DG = VsAD unb AG = *UM), 
olfo AG = 2DG, aber A AGQ oa A DGT, roett DT || AQ 
ift, olfo ift ou(^ AQ = 2DT; nun ift DT||BE unb BC in 
D ^albirt; in bem SEropeje BCSB ift ba^er BR + CS = 
2DT, olfo ift BE + CS = AQ; folglid^ ift AH + BK + CM 
= AQ + QH + BK + CM = BR + CS +QH + BK+ CM 
= RK + QH + SM = 3GN. 

«uf bie einfo(!^ftc SBeife nun ergibt f\^ ou8 bem fo eben 
beroiefenenen Se^rfafee folgenbe Äonftrultion ber obigen Äufgobe: 
3ie^c PT", PT"', P"P'", ^olbire P'F" unb P"P"' in A unb 
B unb iie^e F'A, P'B, welche fw^ in C fd^neiben; jie^e PC 
unb befd^reibe über PC ote ©urd^meffer einen ^cöbfrei«; von 
C ote SRittelpunft lege CD = V»» ate S^orbe« in ben Ärei8, 
fo ift PD ober ET bie gefud^te ßinie. 

»ewei«. 350 PT'" unb P"P'" in A unb B l^olbirt 
unb P"A, P'B gejogen frab, fo ift C ber Dur(^f(|nitt8ptttt!t 
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bcr aKittcIIinictt^ 

5Rutt ift CDP = 

900 aU ffiinfcl im 

^albfrcifc, ober CD 

ift ?ßcrpcnbifcl auf 

EF; fäat man 

bal^cr ©Ott F, P", 

P'" cbenfato auf 

EF bic ?ßctpcnbifcl , 

P'G, F'H, P'"K, JElfV^' 

fo ift mä) bcm migcn Sc^rfafec FG + P"H + P'"K = 

3CD = 3 . Vsa = a. 




®cttau bctrad^tct fällt bic Icgtcrc Äuflöfung mit bcr oben 
@eite 149 burd^ bic bortigc Snalpfii^ gefunbenen iufammen; 
bcnn bcr ^icr gcfunbcnc ?ßtttt!t C ift ibcntijd^ mit bcm bort 
gcfunbcnctt ?ßunftc K ©cnit man jtc^ ncmlid^ ©citc 149 
P'F' unb F'P'" gcäogcn, fo ift in A PT^'F" bic Sinic F'F 
bic äur ©citc P'F" gehörige üßittcninic unb ba PK = Vs^P' 
ift,^fo ift K bcr iDurd^fd^nitti^punft bcr aWittcIIinicn. S)cr 
?ßunft C in bcr Icfetcn «uflöfung aber ift cinfad^cr bcftimmt 
roorben, ate ©citc 151 bcr ?ßnn!t K. aiamentlid^ ift aber bcr 
SBcTOcid l^icr oiel cinfa^er ate ©citc 151, fomic bic Äonftrultion 
felbft fid^ unmittelbar au« bcm Äcl^rfafec ergab» 

SBcnn fid^ aud^ nid^t immer bic ganjc Snal^fi« unmittelbar 
auj^ einem SeJ^rfage ergibt, foMft bieg bod^ l^äuftg menigfteniS 
für einen, oft für ben mid^tigften unb f^micrigftcn St^cil bcr 
Änaigft« bcr gr^Q* Äu^ bafür möge nod^ ein JBcifpicI gegeben 
werben in bcr Aufgabe: ein S)rcicdE ju lonftruircn, t)on 
wcld^cm gegeben ift eine ©citc = a, bcr gegenüber« 
licgcnbc SBinfcI = a unb bcr ^albmcffcr bc« in* 
ncrn Scrü^rung8frcifcÄ = r. 

SDlit §ilfc bcr gcmö^nlid^crcn ßc^rfäfec bcr ebenen ®co* 
metric wirb bic Änalgfii^ wol^I am Icid^tcftcn auf eine bcr jmci 
folgcnbcn S(uf(5{ungcn führen: 
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«naigfi«. (Sä fei ABC baö gefud^tc Dreicd, wn 

n)cl(ä^cm AB = a, AGB = 
a, unb bcr ^albtncffcr bc5 
inncrn Scrül^runggfrcifc« = 
r gegeben fei; e« fei D bcr 
aßittelpunft bicfe« ^d\t», 
unb alfo, wenn oon D auf 
AB ber ^ßerpenbif cl DE gc^ 
faßt wirb, DE = r^ 5Da 
AB unb bcr gegenüberlic* 
genbe SBinfel ACB gegeben 
fmb, fo ift ber ÄreiÄab^ 
fd^nitt AGB gegeben, auf xoüö^tm liegen muß, e« ift bie§ 
nemlic^ ber über AB afe ©l^orbe befd^riebene Ärei^abfc^nitt, 
welker ben SBinlel a fafet QW man ferner CD, AD, fo 
werben babnrd^ bie S33inlel ACB, BAC l^albirt, weil bie 
©eiten be« Dreied« ABC ben üom ÜÄittelpuuft D mit bem 
^albmeffer DE befd^riebenen ftreig berühren. aSerlängert man 
bal^er CD, big eö bie ©rgSujung beö Äreiöabfc^nitte^ ACB 
in F trifft, fo ift ACE = BCF, alfo AF = BF, ober F ift 
^albimngöpunft be« Sogenö AFB, folglid^ ba ber SrciÄab* 
fd^nitt ACB, alfo auc^ feine (grgänjung AFB 'gegeben ift, fo 
ift F gegeben- Sie^t man nun AF, .fo ift BAF = BCF = 
VaACB, BAD = V2BAC, alfo DAF = V2ACB + Va^AC; 
ebenfo ift ADF = ACD + DAC (ate «ußenminfel be« 5Drei* 
ecf« ACD) = V2ACB + V2BAC; ba^er ift DAF -= ADF, 
folglid^ AF = DF, ober D liegt auf bem oon F afe SRittel^: 
pnnft mit FA afe ^albmeffer befd^riebenen ÄrciSbogen; 
ba nun aud^ bie Entfernung r be« fünfte« D oon 
AB gegeben ift, fo liegt D aud^ auf ber tu bcr 
genannten Entfernung gcjogcncn parallele ' mit AB; alfo 
liegt D im ®d^ncibung0pnnftc beiber Sinien; mitl^in ift D 
gegeben, folglid^ aud^ FD, alfo and^ ber ©urd^fd^nitt C feiner 



Digitized by VjOOQIC 



155 

aScrWngcrung mit bcm ftrci^abfd^nitt AGB, alfo ift A AGB 
gegeben.*) 

Äonftrultion. UeBer AB = a befd^reibe einen 
Äreii^Qbfd^nitt, ber einen SBinlel = a faßt nnb etgänjc 
benfelben jnm gangen Sreifej l^albire ben ffirgänjnngd* 
"bogen in F, jie^e FA unb befd^eibe t)on F ate aßittelpnnft 
mit FA afe ^albmeffer einen Äreiöbogen; anf AB crrid^te 
in A einen ^crpenbilel AG == r nnb jiel^e bnrd^ G eine 
^ßaraöele mit AB, bi« fie ben legtetn ftrei^bogen in D trifft; 
jiel^e FD nnb üerlängere e«, bi« e« ben erftern Äreiöabfd^nitt 
in C trifft; jie^e enblid^ AC nnb BC, fo ift A ABC ba« 
gefnd^te. 

Sem ei«. AB = a, AGB = a ate ^eripl^erieminlel 
in bem ftreiiJabfd^nitte AGB. Sielte ferner AD nnb fäße t)pn 
D auf AB ben ^ßerpenbifcl DE, fo ift AF = BF, alfo 
AGF = BGF, ober AGB burc^ GF ^albirt. S)a femer 
AF = DF ift, fo ift FAD -= ADF; aber ADF = 
AGD + GAD; alfo ift FAD = AGD + GAD, b, % 
FAB + BAD = AGD + GAD; aber FAB = FGB = 
AGD; alfo aud^ BAD = GAD, ober BAG burd^ AD l^albirt; 
ba nun D ber 35urd^fd^nitt ber bie 2Bin!eI ^albirenben Sinien 
CF unb AD ift, fo ift D üßittelpunit, alfo DE ^alb* 
meffer bei^ innern Serfl^rnng^freif«« unb t% ift DE = 
AG = r. 

2. «uPfnng. 

Änaigfiö. ®ö fei ABG ba« gefud^te Dreiedt, in mel* 
d^em AB = a unb AGB = «; cÄ fei ferner D ber SKittelpunft 



*) 2[u« bcr3lnal#« lä^t SA folöenbcr gcl^rfa^ ableiten: SBewn um ein 
gegebene« $)reiecf ABO ein Ätei« befdjtieben toirb unb in baffelbe ebenfo 
ein jtteiter ^rei«, fo ifi für einen 93ogen AB be« etf!en Äreife« ber J&aU 
bimngöjjunft F tjon ben ©nbjjunften A unb B feiner jugei^örigen (Sl^orbe 
ebenfonjeit entfernt al« öom SRittel^Junfte D be« jnjeiten Äreife«. 2)ie 
vorangegangene Jöefanntfdjaft mit biefem «el^rfafee »Src für bie obige ^Inas 
I^ftd eine bebeutenbe ^bfüraung getoefen. 
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btö innem SßtxiXf)* 
xmqShd^t^ unb ballet, 
wenn üon D auf bic 
©citcn bie ?ßcrpcn* 
bücl DE, DF, DG 
gefällt werben, DE 
=-. DF = DG = r; 
ferner werben burd^ 
CD, AD, BD bie 
©infel be« !S)reied8 
ABC l^albirt; t)er* 
längere AC fo nad^ 
• H, bafe CH = BC 
wirb unb jiel^e BH, 
fo ift ACB = 
CHB + CBH; aber 
CHB == CBH; folg^ 
K(^ CHB == VjACB; alfo CHB = ACD, ober HB || CD. 
gemer ift CG = CF, AG = AE, BF = BE, alfo 
AC + BC = 2CG + AE + BE = 2CG + AB. 5Run 
ift in A CDG GD = r, DCG = V2ACB = %a unb CGD 
= 900 gegeben; alfo ift A CDG, folglid^ CG, alfo audj 2CG 
unb bal^er aui^ 2CG + AB = 2CG + a, ober AH gegeben* 
5E)ic Aufgabe ift bal^er rebujirt auf bie Aufgabe: ein 3)rcie(! 
ABH }u lonftmiren, t)on weld^em jwei ©eitcn AB, AH unb 
ber einer biefer ©eiten AB gegenüberliegenbe ffiinfel AHB = 
Va« gegeben ftnb* 

Äonftruftion. An eine beliebige gerabe Sinie HL lege 
in einem beliebigen fünfte H einen ffiintel LHK = « unb 
l^albire benfelben; auf HL errid^te in H einen ^erpenbilel HM 
= r unb giel^e burd^ M eine parallele mit HL, bii^ biefe bie 
^albirungiJlinie in N trifft; von N fäße auf HL ben ?ßerpen» 
bilel NO unb fd^neibe auf ber SSerlängerung t)on HO juerft 
OP = HO unb l^ierauf PA = a ab; oon A ate^aßittelpunlt 
befc^reibe mit bem ^albmeffer AP einen Kreisbogen, ber bie 
$albirung«Iinie be« ©inicte AHK in B fd^neibe; jiel^e enblid^ 
AB unb errid^te auf HB im ^albirungi^punfte Q einen ^cr* 
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pcttbifcl; wcld^cr AH in C fd^ncibe, fo ip, wenn BC gcjogcn 
wirb, A ABC ba« gcfud^te. 

Scttjci«. AB = AP = a; ferner ift HC = BC, weil 
C auf bcm im ^albiruttgdpunftc Q wn BH errid^teten ?perpcn« 
bifcl liegt; ba^er ift CHB = CBH; aber CHB = BHK, alfo 
auc^ CBH =.- BHK unb ba^er BC = HK; folglich ift ACB 
= AHK = a. ^^albire ferner ACB unb BAC fo, baß fid^ 
bic ^albirungi^linien in D fd^neiben, fo ift D ber STOittelpunft 
bcÄ innern Serül^rungdfreife« unb bal^cr, wenn oon D auf bie 
©citen bc« ©reied« ABC bie ^ßerpcnbifel DE, DF, DG gefaßt 
werben, DG ^olbmeifer biefe« ftrcife« unb DE = DF = DG, 
CG = CF, AG = AE, BF = BE; alfo ift AG + BF = 
AE + BE = AB = AP; aber AC + BC = AC + HC = 
AH; ba^er ift CG + CF = HP, folglich, weil CG = CF 
ift, CG = VaHP = HO; nun ift DGC = NOH = 90» unb 
DCG = VjACB = VsAHK = OHN; ba^er ift A CDG ^ 
A HNO; folglid^ ift DG = NO = HM = r. 

®ine britte Sonftruftion aber, bereu ÄnalgflÄ ftd^ leidet 
bilben läßt, ergibt fid^ au0 folgenbem weniger befannten ße^r- 
f afec : 3« i^^cwi S)rei^ 
jde ABC ift bie ffint* 
femung eine« Serill^* 
rungdpuntted D bej^ 
tnnem Seril^rungi^* 
freife« oon beut auf 
ber SSerWngerung ber 
ttemli(i^en Seite lic- 
genben SSerül^rungiS« 
punite G eine« 
äußern 99erü]^rungiS^ 
freifed gleid^ ber 
jwifd^en beiben Se* 
rill^rungdfreifen lie* 
genben ©eite BC bc* 
©reiecf«» 
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SBeioeid. @d feien 
D, E, F bie S5crü^^ 
rung^punfte be« in 
nern, G, B., K bie 
be0 äuBem äSerü^^ 
rungöfreifei^, fo ift 
AG = AK, AD = 
AP,^aIfo DG=FK; 
aber BG = BH, CK 
= CH, BD = BE, 
CF = CE, fol9li(§ 
DG + FK = 
BH+BE + CH4CE 
= 2BC; folglich, wea 
DG = FK ift; fo ift 
DG = Ba 
Unmittelbar an« biefem Sel^tfafte ergibt fxä) nnn folgenbe 




3. «nPfung. 
«naigfi«. ffi« fei ABC ia» gefnd^te ©reied, in roth 




iAB = a,ACB = a; 
e« fei ferner D ber 3Rit* 
telpnnft be0 innern Se* 
rül^mngiSlreifeiS, olfo ber 
von D anf AC gefaßte 
?ßerpenbilel DE J^alb^ 
nteffer beffelben nnb = r. 
D liegt anf ber ^aU 
bimngiSlinie be^SBinlete 
ACB; nnniftACB, alfo 
and^ beffcn J^albirnngd* 
linie gegeben; jngleid^ 
ift bie (Sntfernnng r be« 
?PunIte« D üon AC ge* 
geben; alfo liegt D au6) 
auf einer parallele mit 
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AC in bcr ©ntfcrnung = r, folglid^ liegt D auf bcm Durd^» 
fd^nittc bicfcr ^parallele mit bcr genannten ^albirungölinic, 
alfo ift D gegeben,. foIgIi(i^ aud^ bcr üon D auf AC gcfäDtc 
^crpcnbifel DE, alfo ift bcr Scrül^rungi^punft E bcÄ inncm 
Serü^rungöfrcifcÄ mit AC gegeben, ©d^ncibct ntan nun von 
E avi§ auf AC unb bcffen SScrlängcrung EF = AB = a ab^ 
fo ift F gegeben; folglich ba F JBcrü^rungi^punlt bcÄ ju AB 
gehörigen äußern aerül^rungöfrcifci^ ift, bcffen aßittclpunft G 
foTOol^I auf bcm in F auf CF errichteten ?peq)cnbifel , ate aud^ 
auf bcr |>albirungölinic bcj^ SQSinfelÄ AGB liegt, fo ift Gt ge* 
geben; folglich ba GF |)albmeffer biefe« Scrül^rungölreifeö ift, 
fo ift bcr Ärei« felbft gegeben» 5Run ift AB gemeinfd^aftlid^e 
Siangente beiberfireife; folglid^ ift bie Aufgabe auf bic befannte 
Aufgabe rebujirt : an jwci gegebene ftreif c eine gemeinfd^aftlid^e 
Siangente ju jiel^cn* 

Äonftruftion. JKad^e HCK = a unb l^albire cö 
burd^ CL; auf HC errid^te in C einen ^etpenbilel CM = r 
unb jic^e burd^ M eine ^parallele mit HC, bi« pc CL in D 
trifft; üon D fättc auf CH bcn ^ctpenbitcl DE unb fd^neibe 
auf bcr SSerlängcrung t)on CE ein ©tildt EF = a ab; auf CH 
errid^tc ][)icrauf in F einen ^erpcnbüel FG, mclc^cr bic ^ah 
birungölinie CL in G treffe; wn D unb G afe äßittetpunftcn 
befd^reibc cnblid^ mit bcn ^albmcffern DE unb GF ftrcifc unb 
jid^e an bicfe bcibcn Äreife nad^ einer belanntcn Stufgabc eine 
gemeinfc^aftlid^c Stangente AB, fo ift A ABC ba« gefud^tc* 

S5ewei«. 3)a D auf bcr J^albirung^Iinie CL beS SÖin» 
fete HCK ift, fo berührt bcr t)on D ate SRittelpunft mit bem 
auf AC gefaßten ?petpcnbifel DE ate ^albmeffer befd^riebene 
SreiS aud^ bic ©eite BC; ba er aber nad^ ber ftonftfültion 
aifd^ AB berührt, fo ift er innerer JBerttl^rungöIrei« bc« Dtci* 
cdC« ABC unb fein J&albmeffer ift DE = r; ferner ift ACB = 
a; cnblic^ ift nad^ bem fo eben bemicfenen Sel^rfafec AB = 
EF = a. 
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§. 5. 
!Cie Slufldfung bet Slufgabeti butdf ^at(u 

®cnau gcnomnicn fällt bic Äuflöfung Hxä) 5)ata ntit bcr 
Vttflöfung burd^ Sel^rfä^e }ttfaminen« Unter S>ata aber verfielet 
man eine befonberc Art üon Sel^rfäfeen, ober melmel^r einen 
Äusbrud mani^tx Se^rfäfee in bcr befonbem fform, ba| burd^ 
ben ße^rfafe auöbrüdlid^ an^gefprod^en wirb, wenn bei einer 
gigur gcwiffe ©tilde gegeben feien, fo feien anbere ©tilde jn* 
gleid^ bamit gegeben.*) Seifpiele biefer Art finb unö fc^on 
©eite 19—23 üorgefommen. Die brei bort bel^anbelten Sel^r- 
fäfee lönnen jnnfid^ft in folgenber gorm aui^gefprod^cn werben: 

1) ©enn in jTOci ÜDreieden ein ©infel be« einen unb 
bie ©umme (ober S)ifferenj) ber i^n cinfd^Iießenben ©eitcn 
glci(]^ pnb ben entfpred^enben ©tüden bed anbern !Dreiedö, fo 
ift anä) bie ©untmc (ober ©ifferenj) ber ju biefen ©eiten ge^ 
l^örigcn ^ö^cnperpcnbifel im crften iDreiecfe gleid^ ber ©nmme 
(ober !Differenj) ber entfpred^enbcn ?ßerpenbilel im jmeiten. 

2) SBenn in jmei !Dreieden fowo^I bie J^albirungdlinie 
einej^ ©inlefe, afö aud^ ber oon ber ©pifee biefei^ ffiinfefe anf 
bie ©egenfeite gefällte ^ßerpenbifel bei8 einen 35reiedd gleid^ fmb 
ben entfpred^enben ©tücfen be« anbern, fo ift aud^ bie !Differena 
ber beiben anbern JßJinf el im erften !Dreicdc gleid^ ber Differcnj 
ber beiben übrigen SQSinlel im jmeiten, 

3) SBenn in jwci Parallelogrammen ber gläd^eninl^alt unb 
bie üDifferenj ber Ouabrate beiber {Diagonalen einanber gleid^ 
{tnb, fo finb bie Parallelogramme gleid^minflig« 

SHefelben ©äge — befonberc wenn man bcrüdfid^tigt, ba§ 
fid^ oon il^nen aud^ bie Conoerfen analog ben ©eite 19 — 23 
geführten öeweifen leidet beweifen laffen — geftattcn aber aud^ 
folgenbe StuÄbrudtömeife: 



*) $)a« SBort $)ata Bejcic^net gegcBcnc ©rö^en unb ßammt »ort bcm 
Ictül^mtcn griec^ifd^en Ttai^tmatiUx (gufltb, toclc^ct gum ^toiCtt bcr ßöfung 
fieomctrlfc^er 2luf gaben eine eigene ©c^rift unter bem Xitel: S)ebomena 
(lateinifd^: S)ata = (Segebene«) fdjricb. 



Digitized by VjOOQIC 



161 

1) ©cnn in einem ©reiede oon folflenben brei ©tüdEen^ 
nemlid^ einem SBinlel, ber ®umme (ober !X)ifferen}) beiber i^n 
einf(i^Iie|cttben ©eiten unb ber ©umme (ober 5)ifferena) ber ju 
biefen ©eiten gel^örigen |)öl^enperpenbifel jmei gegeben ftnb, fo 
iß bamit au(i^ \)a& britte ®t&d gegeben« 

2) SBenn in einem 5)reiedEe von folgenben brei ©tüden, 
nemli^ ber ^albimngdlinie eined S3in!eld, bem t)on bemfelben 
SBintel auf bie @egenfeite gefällten ^erpenbilel unb ber ÜDiffe« 
renj beiber anbern SBinfel jmei gegeben finb, fo ift bamit an^ 
\>a» britte ®tüd gegeben. 

3) SBenn in einem Parallelogramme oon folgenben brei 
©tttden, nemlici^ einem SBinfel, bem t$Iä(!^enin^alte unb ber 
Sifferenj ber Quabrate beiber S)iagonaIen jmei gegeben finb, 
fo ift bamit au^ bad britte ©tildE gegeben. 

3n le^terer Äu^brudömeife erf^einen bie Sel^rfä^e ate fo* 
genannte !Data, b« 1^« ed ift in i^nen auiSbrüdU(!^ audgefprod^en^ 
bag mit gegebenen ©tüäen einer f^igur aud^ anbere oon i^nen 
abhängige ©tüdEe gegeben feien. ®ie Äenntnig biefer ®ata ift 
in boppelter SBejiel^ung oon SBert^, einmal inbem bief clben burd^ 
ben "Sla^rozx^ ber Stbl^ängigfeit irgenb einer JBebingung oon 
anbern oerpten, bag nici^t jur Sdfung von Aufgaben foI(!^e JBe^ 
bingungen gegeben werben, xDÜ6)t t)on einanber abl^fingig fmb, 
wä^renb bod^ na6) ben ©eite 18 ff. gemad^ten 93emerlungen 
ffimmtlid^e für bie Scftimmt^eit ber Aufgabe erforbcrIi(!^e S3e< 
bingungen von einanber unabhängig fein mäffen. Sin jmeiter 
SSort^eil biefer ÜJato ijl, ba§ fie bei gegebenen Aufgaben bie 
«nalgfi« ablflrjen, inbem fle bie gegebenen JBebingiingen auf 
einfa(!^ere inx^ fte gegebene rebu}iren, meldte Slebultton ol^ne 
fienntnig bed betreffenben Se^rfaged über bie !X)ata burd^ bie 
«nal^fi« felbft oft erft gefunben werben mügte. ®o j. ®., um 
bie ermähnten brei !X)ata an}umenben, werben alle iDreiecIiSanf« 
gaben, in meldten auger einem weitem britten @tüd(e nod^ bie 
©umme (ober ©iffcrenj) jweier ©citen unb bie ©umme (ober 
!X)iffereni) ber beiben ju i^nen gel^örigen |)ö^ent)erpenbitel ge« 
geben ftnb, rebujirt auf Aufgaben, bei weld^en auger bemfelben 
britten ©tüdte bie ©umme (ober ©ifferenj) jweier ©eiten unb 

KaaetS geom. «uaA^ftt. 2, Ibifl 11 
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bcr cingcfiä^Ioffcnc ffiinfcl gegeben pnb. Sbenfo tebujiten fx^ 
Aufgaben über ©reiedc mit ben SBebtngungcn, ba§ bie ^albu 
rungdlinie eined SBinfefö unb bie 5)ifferenj beiber anbern SBin* 
lel eine gegebene @röge ^aben foKen, auf Slufgaben, für n)e(d^e 
bie |)albirungdlinie eined SBinfete unb ber jur ©egenfeite ge^ 
l^örige |)ö^enperpenbitel gegeben ftnb. (Snblid^ werben ^axaU 
lelogrammaufgaben burd^ ben britten <Sa| baburd^ vtttin^a^t, 
bag ftatt ber 93ebingungen, in beut ^araKelogramnte follen ber 
tJIäd^enin^alt unb bie ©iffetenj ber Ouabrate beiber ©iogonalen 
t)on gegebener ®röge fein, bie JBebingungen gefegt werben bür* 
fen, e« fei ber tJWd^enin^It unb ein ffiinfel gegeben, 
f^olgenbe Stuf gaben werben bieg beutli(]^ nta^en: 

(Sin S)reie(f 3U fonftruiren, t)on weld^ent gege« 
ben ift eine ©eite = a, bie ©umme beiber anbern 
®eiten = b unb bie®umwe ber ju i^nen gel^örigen 
(b. 1^. t)on ben ®pi|en ber @egenn)infel auf fie ge^^ 
fällten) ^erpenbifer= c. 

Xnal^fii^. !X)a burd^ bie beiben legten SBebingungen }U« 
gleid^ ber wn ben beiben ©eiten, bereu ©umme gegeben ift, 
eingefd^Ioffene, alfo ber ber ©eite a gegenüberliegenbe SBinlel 
gegeben ift, fo ift bie Aufgabe (mittelft be« ©eite 19 gcbilbeten 
!E)reiedEd AFG) auf bie betannte, ©eite 66 audfü^rß^ bel^an«* 
belte Stuf gäbe rebu}irt: ein!£>reied( ju fonftruiren, von meld^em 
gegeben ift eine ©eite, ber gegenüberliegenbe ffiinfel unb bie 
©umme beiber anbern ©eiten. 

ftonftruftion. «uf AB = c errid^tc in B einen ^ßer*' 
penbifcl BC unb befd^rcibe t)on A ate SWittelpunft mit einem 
^albmeffer = b einen JBogen, hi^ er BC in D fd^neibet; jicl^c 
AD unb l^albire ben SBinfcI ADB burd& DE; von A afö SKit* 
tclpunft befd^reibe mit einem $)albmcffcr = a einen ftrciiJ* 
bogen, bcr DE in F fd^neibct; jiel^e AP unb burd^ P eine ^a^^ 
rattele mit BD, bi8 fie AD in G f^neibet, fo ift AGP ba« 
gefud^te 35reiedt* 
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»cioei«. AP = a; bo FG || BD ift fo ift GFD = 
FDB = FDG; alfo ift 

FG = Bd unb bQ^cr ^ 

AG + FG = AG+DG 
= AD = b; ferner 
werbe AB bur^ FG 
ober beffen SSerlängerung 
in H gefd^ttitten, fälle 
t)Ott F auf AG unb t)Ott 
G auf DB bie ?ßetpett^ 
bifel FK üttb GL; ha 
FG II BD unb BD auf 
AB fenlred^t ijl, fo ift 
avi6) FG auf AB fenfred^t, ober AH ift ber t)on A auf FG 
gefällte ^ßerpenbifer; bo ferner aud^ GL fenhred^t auf BD ift^ 
fo ift GL 11 AB, alfo GLBH ein Med^tecf unb GL = HB; 
nun ift FGK = BDG, weil FG || BD ift, FKG = GLD = 
90« unb FG = DG; alfo i^ A FGK ^ A GDL unb ba^er 
EK = GL = HB; folglii ift AH + FK = AH + HB 
= AB = c. 




n. ^ tt f 9 Ä b t. 

(Sin 5)reiedE ju fonftruiren, von weld^ew gege* 
Ben ift ein ©infel = a, ber oon ber ®pi|e beffel* 
Ben auf bie (Segenfeite gefällte ^öl^enperpenbilel 
= a unb bie ©umnte ber Beiben anbern $)ö]^enper-» 
penbifel = b. 

ÄnaIgfiiS. ®urd^ a unb b ift ein red^twinlligeö ©rei»» 
td beftimmt, in n^Id^em b ßat^ete unb a ber gegenüBerltegenbe 
fpi^ige Sßinfel ift unb beffen |)9potenufe bie <Summe ber Beiben 
ben ©infel a einfd^Iicgenben Seiten ift. 35ie Aufgabe ift alfo 
rebujirt auf bie ©eite 94 gelöi^te Aufgabe: ein 5)reied ju 
lonftruiren, oon n^eld^em gegeben ift bie ©umnte jn?eier ©eiten, 
ber eingefci^Ioffene SBinfel unb ber jur britten ©eite getiörig^ 
^öl^enperpenbitel 
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füa Äonftruftion unb SBcwcU Bleiben bem ©d^fllcr über- 
loffcn ; ftc l^aben unter JBcrüdftd^tigung bcr jur wrigen Aufgabe 
gegebenen fiöfung^ fo wie ber ©eite 94 bezauberten Aufgabe 
leine ©d^wietigfeit. v 



ni. ^ tt f 9 Ä b t. 

(Sin ©teied ju fouftruireu, von weld^em gege* 

htn finb eine aWittellinie = a, bie ^albirungiJ^ 

Iinie be« jU il^r gel^örigen SJinfel« = b unb bie 

^iffereuj ber beiben anbern SBinfel = a. 

• 

«naltifi«. ffi« fei ABC ba« gefud^te ©reied, wn xotU 

6)tm gegeben fei bie SKittel« 

Iinie AD, bie ^albirungglinie 

AE be« SBinfefe BAC, burd^ 

n^eld^e AD l^inburd^gel^t unb 

AGB — ABC. «on A fftOe 

auf BC ben ^erpenbifel AP, 

fo ift nac!^ ©eitc 20 EAP = 

V,(AC!B — ABC); alfo ift 

burc^ AE unb VsCACB — ABC) 

\>a^ 2)reiedE AEP, folglid^ bte 

?ßunfte A, E, P gegeben; ba AD gegeben ift, fo ift oud^ D 

gegeben. Da D $albirung«pun!t oon BC unb AE $)albirung««= 

Knie beiJ gegenüberliegenben ©infete BAC ift, fo mftffen, wtnn 

man um A ABC einen ftrei« befd^reibt, bie SSerWngerung von 

AE unb ber auf BC in D erri^tete ?ßerpenbifel einanber auf 

ber ^ßerip^erie biefciS SreifeiS fd^neiben, weil beibe burd^ ben 

^albirungSpunft beiS ju BC gehörigen SBogeniS gelten; nun ift 

DP, alfo ber in D auf BC errid^tcte ^ßerpenbitel ber Sage nad^ 

gegeben; ba nun aud^ AE gegeben ift, fo ift ber ©urd^fd^nitt 

G üon beiben gegeben unb bie SSerlängerung üon DG mu§ 

burd^ ben SKittelpunft biefe« SreifeiS gelten; ba nun AGffi^orbe 

beffelben ift, alfo ber auf AG im ^albirungöpunfte H errid^tete 

^erpenbilel aud^ burd^ biefcn SRittelpunft ge^en muß, fo ift 

ber aWittetpunft K biefe« Rreif e«, alfo aud^ feiti $)albmeffer AK 
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fblglid^ bcr Ärci« fclbft gegeben; folglid^ fwb bie fünfte B unb 
C a\^ Dttvd^fd^nitte ber SSerlängerungen von DF mit biefem 
Ärcife unb ballet A ABC gegeben, 

ftonftruftion, Sonftruire ein ved^twinflige« Dveied AEP 
fo^ ba§ bie ^^potenufe AE ^ b nnb ber fplfeige ©inlel EAP 
= Vs« ^% 3}on A al« SKittelpunf t befd^reibe mit einem ^db* 
meffer = a einen ftreiiSbogen; ber bie SSerlängernng von EP 
in D fd^eibe nnb jie^e AD; auf DP errid6te in D einen ^cr* 
penbttel, welker bie SSerlängernng von AE in G fd^neibe; auf 
AG enid^te im ^albirungöpunlte H einen ^erpcnbifel, wcld^cr 
bie SSerlängernng oon GD in K f(!^neibe unb befd^reibe üon K 
afe SRittelpunlt mit KG ate ^albmeffcr einen Sreii^, cnblid^ 
üerlängere DP^ bi« e« bie ^ßeripl^erie biefciJ ÄreifeÄ in B unb 
C treffe, unb aiel^e AB unb AC, fo ift A ABC ba« gefud^te. 

JBemeiö. ®er ftrei» gel^t burd^ A, mcil KH auf AG 
im $)albirung«punfte H fenfred^t ftel^t. !öa KD auf BC fcnf* 
red^t fielet unb K aßittelpunft, BC K^orbe be« ftreifeiJ ift, fo 
ift BC in D ^albirt; alfo ift AD = a bie ju BC ober BAC 
gel^örige SDWttellinie beö !örciedEi5 ABC; ba ferner BC in D 
l^albirt ift unb DG auf BC fenfred^t fte^t, fo ift aud^ ber So- 
gen BGC in G Ijalbirt, ober BG = CG, ba^er ift BAG = 
CAG, ober AE = b ift ^albirungSlinie beiJ SSSinletö BAC; 
cnblici ift ACP + FAC = 90<> unb ABF -h BAP = 90«, 
folglii ip ACP + CAE = 90« + EAP unb ABF + BAE 
= 90« — EAP, folglid^, wenn bie jmeite ©leid^ung wn ber 
erften fubtra^irt wirb, weil CAE = BAE ift, ACP — ABF 
= 2EAF ^ 2 ♦ Vs« = «• 

IV. ^ u f 9 Ä b e. 

(Kin ^Parallelogramm ju lonftrüiren, ©on wel* 
d^em gegeben ift ber Jläd^eninl^alt = a»*), ein 



*) S)ct gl&d^cntnl^alt !ann immer einem Ouabrate glcid^ angenommen 
wctbcn, »eil er, wenn er aud^ in irgenb einer anbem gorm gegeben ip, 
pet« in ein Ouabrot »er»anbelt »erben fann. 
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^öl^cnpcrpcnbifcl = b unb bic ©Iffctettj bcr 
Quabratc bcibct ©iagonalcti = c^ 

t SbifUifuitg. 

«naltifi«. e« fei ÄBCD bag gefugte ?ßaraMogtatnm, 

üott wcld^cm bcr f^Iäd^enin^alt 
= a», bcr von CD auf AB 
gefättte ?ßcrpctibifcl EF = b 
unb AC» — BD« = c^ ge- 
geben fei. t>a a»=EF. AB. 
= b • AB ift, fo ift AB go- 
geben, ferner ift m^ ©citc 21 bnrd^ a» nnb c« bcr 
ffiinfcl BAD gegeben; mithin ift bic Aufgabe rebujirt auf bic 
befannte Aufgabe: ein ^ßaraMogramw ju lonftruircn, von wtU 
(S)tm gegeben finb eine ©eite^ bic basu gehörige $)öl^e unb ein 
ffiinfel. 

«onftrultion. «uf AB = b errid^tc in B einen 

^erpenbitel BC=a, 
jiel^c AC unb er* 
rid^te auf AC in C 
einen ?ßcrpenbifcl, 
bi« er bic SScrIän« 
gcrung von AB in 
D trifft; auf BC 
ober beffen SSerIän* 
gcrung nimm BE 
= AB, wn AB fd^neibe BF = ^j^c ab, aicl^c CF unb burd^ 
E EG II CF, biÄ c« AB in G trifft; auf EG crrid^tc in G 
einen ^erpenbifcl GH, biö er bic SSerlängerung von EB in H 
trifft, unb fd^ncibe BK = BH üon BD ab; burd^ E jicl^e eine 
parallele mit AD unb errid^tc auf BD in K einen ^crpcn^ 
bifel, bis er bic parallele in L trifft; enblid^ jic^c BL unb 
burd^ D eine parallele mit BL, bi« er bic tjorige ^ßaraUcIe in 
M trifft, fo ift BDML ba« gcfud^tc Parallelogramm. 

SScmciÄ. KL = EB = AB = b; ferner ift BDML 
== BD • KL = BD . AB = BC» = a». «nblid^ ift, wenn 




^^Ä 
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BM uttb DL flcjogctt werben unb wenn wn M auf bie SScr*» 
Wngerung wn BD ein ^erpenbifcl MN gefällt wirb/ BM* = 
BD« + DM» + 2BD.DNunbLD«=BD« + BL« — 2BD.BK, 
folgltd^ bo DM = BL unb DN = BK ift, weil A DMN ^ 
A BLK ift, BM» — LD« = 4BD . BKj ba^cr ift 
BDML : BM« — LD» = BD . KL : 4BD . BK = 
KL : 4BK = BE : 4BH = BE» :4BE . BH= BE«:4BG« 
= BC» : 4BF«, (weil BE : BG = BC : BF, olfo qu(§ 
BE« : Bö« = BC« : BF« unb bo^er au6) BE« : 4BG« = 
BC« : 4BF« ift) := a« : 4 • %g^ = a« : c«. SWutt ift BDML 
= a«; alfo ifl BM« — LD« = c«. 

WIerbingiS fül^ren fold^e !Z>ata nid^t gerabe immer auf bie 
etnfad^fte Slufiöfung. ^m Dorliegenben ^aUz namentlid^ mö^te 
wol^I folgenbe }weite Suflöfung bie einfa^ere fein« 

2. SbiPfnng. 

9naIt|fiiS« (SiS fei ABCD baiS gefud^te Parallelogramm ; 
jtel^e beibe Diagonalen AC 
unb BD, weld^e ftd^ in E 
fd^neiben, burd^ E jiel^e 
einen ^erpenbifel FG auf 

bie parallelen AB, CD, unb 

t» fei gegeben ber t^l&^m^ -^ G JB 

inJ^alt = a«, ber von CD auf AB gefaßte ^erpcnbifel FG = b 
unb AC« — BD« = c«. 5E)a ABCD = AB • FG = b . AB 
= a« ift, fo ift AB gegeben; femer ift F<}, alfo aud^ EG = 
Va^G gegeben* SSon A ABE pnb alfo bie fünfte A unb B 
gegeben; femer ift AE= VjAC, BE = VjBD, alfoAE«— BE« 
= ViAC« — ViBD« = VaCAC« — BD«) = ViCS* alfo ift 
AB« — BE« gegeben; nun ift AE« = AG« + GE« unb BE« 
= BG« + GE«; alfo ift AE« — BE« = AG« — BG«; 
folglid^ ift aud^ AG« — BG« gegeben unb ba^er weil AB ge* 
geben ift, fo ift au^ G, alfo ber auf AB in G errid^tete ^ßer* 
penbifel GE = Vs^, alfo ift E unb bol^er AE unb BE, folg* 
lid^ aud^ EC = AE unb ED == BE, alfo C unb D unb bal^er 
ABCD gegeben. 
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«ottfttttftion. «ttf AB = b cm(^tc in B ctttcti ^* 

penbtfcl BC = a, 
jicl^e AC uttb cc- 
tid^tc auf AC i» 
C einen ^erpcu^ 
bifelCD, bidbiefer 
btc ScrWngemnfl 
wn AB in D trifft; 
tjcriängere CB fo 
mä) E, bag BE 
= wirb^ l^albite 
BE in F, ji^cDF 
unb crrid^teaufDP 
im ^^olbirnng«» 
punftc G einen ?ßetpenbifel, Bi8 er BD in H trifft; l^albire 
AB in K; fd^ncibe BL ~ BK wn BC ab nnb errid&te anf 
BD in H einen ?ßerpcnbifel, biö biefcr eine bnrd^ L gejogenc 
^Parallele mit BD in M trifft ; aic^e BM, DM nnb üerWngere 
beibc fo nad^ N unb 0, baß MN = BM unb MO ^ DM 
wirb; cnblii iicf)t BO, DN, ON, fo ift BDNO bo« gcfud^tc 
^Parallelogramm. 

JBemeiö. SScrlängere HM, bi« e« ON in P trifft Da 
bie Diagonalen BN unb DO fid^ in M l^albiren, fo ift BDNO 
ein Parallelogramm; folglic!^ ift aud^ HP in M l^albirt unb 
HP ift bie $)öl^e be« ^araMogramm«, »eil HM auf BD fent 
red^t fte^t; ba^er ift BDNO = BD . HP; aber HP = AB, 
meil HM = BL = BK = V«AB ift; ba^er ift BDNO = 
BD • AB = BC» = a^ 3ie^e ferner FH. Da DM» = 
DH» + HM» unb BM» = BH» + HM» ift, fo ift DM» — BM» 
= DH» — BH» = FH» — BH» (meil H auf bem im ^al* 
bimng«puntte auf DF errid^teten ?ßerpenbifel liegt, alfo DH = 
FH ift) = BF». Da^er ift DO» — BN» = 4DM» — 4BM» 
= 4BF» = BE» = c». 

©0 Diel jur Slnmenbung ber oben @eite 161 gegebenen 
brei Daten. Da§ fid^ eine SWenge ber befannteften unb ein* 
fad^ften Sel^rfä^e ber ebenen Geometrie aliS Daten anSbrüdCen 
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laffen, etl^eOt aus ber Seite 160 in ber iRote angeführten 
©d^tift beiB (Eulßb, weld^e unter anbern folgenbe £el^r{a|e über 
{Daten enthält: 

1. ©enn jwel ©rögen gegeben finb, fo ift il^r SSerl^filt* 
niB gegeben. ((EuflibiS !E)ata, t^erbeffert unb t^ermebrt von 
Stöbert ©intfon, aud beut (Snglifii^en fiberfe|t wn ®^wah. 
Stuttgart, 1780, @afe L) 

2« S3enn gegebene ©rögen }U einanber abbirt »werben, fo 
ift i^re Summe gegeben« (Sbb« ®a^ m.) 

3« SBenn )n)ei ber £age na^ gegebene Sinien einanber 
fd^neiben, fo flnb ber ^untt ober bie fünfte, morin fle fid^ 
fcljneiben, gegeben, (ffibb. Safe XXVUL) 

4. Sßenn bie (Snbpunite einer geraben £inie ber Sage 
nad^ gegeben jtnb, fo ift bie gerabe Sinie ber Sage unb ®rö§e 
nad^ gegeben« (Sbb« Safe XXIX.) 

6. SBenn eine ber ®röge mö) gegebene gerabe Sinie 
jwifd^en jmei geraben ber Sage nad^ gegebenen ^araüeninien 
gejogen wirb, fo wirb fie mit ben ^araDellinicn gegebene S33in* 
lel mad^en. (ffibb. Safe XXXVI.) 

6« SBenn jjeber oon ben SBinfeln einei^ ©reiedE« ber @rö§e 
nad^ gegeben ift, fo ift baiS !DreiedE ber ©attung nad^ gegeben, 
(ffibb. Safe XLm.) 

7. SSenn einer oon ben SBinteln eined *S>xmä§ gegeben 
ift unb bie anliegenben Seiten ein gegebene« SSer^äItni| ju 
einanber l^aben, fo ift bad S^reiedE ber ©attung nad^ gegeben, 
(«bb. Safe XLIV.) 

8. SB5enn bie Seiten eine« ©reiedE« gegebene SSerl^ftltniffe 
)u einanber ^aben, fo ift ba« !Z>reiedE ber Gattung nad^ ge« 
geben, («bb. Safe XLV.) 

9. ffienn einer von ben ©infein eine« ©reiedC« gegeben 
ift unb menn bie Summe ber il^n einfd^Iiegenben Seiten jur 
britten Seite ein gegebene« SBer^üItnig l^at, fo ift ba« DreiedE 
ber ®attung nad^ gegeben. ((Ebb. Safe XLVIII.) 

10. @erablinige Origuren, bie ber Gattung nad^ gegeben 
flnb, Iaf[en fx6) in !E)reied(e aerlegen, bie ber Gattung nad^ ge^ 
geben fmb. (Sbb. Safe LI.) 
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11« XBenn eine ber (Gattung nad^ gegebene getablinige 
f^igur über einer ber @r0^e nod^ gegebenen geraben Sinie be« 
fd^riebcn wirb, fo ift fie ber ®rö§e nad^ gegeben, ((gbb. ®q| LVI.) 

12. SBenn ein !Z>reied einen gegebenen ftnmpfen SSStntel 
l^Qt, fo wirb ber Ueberfd^nß be« Quobrat» ber ©eitc, bie bem 
ftnmpfen SBinfel gegenüber liegt, über bie ©nmme ber Quabrate 
ber anliegenben ©eiten ein gegebene« SBerl^ältnig juw ©reicde 
^aben. (ffibb. ©afe LXXIV.) 

13. ffienn eine gerabe Sinie, in einem ber ®röge nad^ 
gegebenen ftreife gejogen, einen ÄreiÄobfd^nitt begrenjt, ber einen 
gegebenen SBinlel fagt, fo ift bie gerabe Sinie ber ®rdge nad^ 
gegeben, (ßbb. ©a| XCI.) 

14. SBenn oon einem gegebenen fünfte eine gerabe Sinie 
gebogen mirb, bie einen ber Sage nad^ gegebenen Stxt\& berül^rt, 
fo ift bie gerabe Sinie ber Sage nnb @r0ge nad^ gegeben, 
(ebb. ®a| XCIV.) 

tt. f. m. 

f^olgenbe« möd^ten nod^ einige mid^tigere, für bie Äöfnng 
tjon Aufgaben nnb il^re SRebuftion auf anbere bef oni)erÄ braud^* 
bare, weniger belannte !E)ata fein. 

1. ^tm in einem üDreiedEe von folgenben brei ©tüdten, 
nemli^ bem ^albmeffer beö um ba« 35reiedC befd^riebenen Ärei* 
fe«, bem ^albmeffer be« einbcfd^riebenen ftreife« nnb ber (Knt* 
fernung ber SRittelpunfte biefer ftreife iwtx gegeben finb, fo ift 
aud^ ba« britte ©tüdE gegeben. 

Sern ei 8. (K8 fei D ber aTOittelpunft be« um A ABC 

befd^riebenen ftreife«, nnb E 
ber aWittelpunft be« in baf* 
felbe befd^riebenen ftreife«, 
alfo EP ber ^albmeffer be« 
le^lern nnb ED bie ffint* 
fernung ber SWittelpunfte 
beiber; jiel^e AE unb oer* 
längere e«, bi« e« bie ^t^ 
ripl^erie in G trifft, fo ift 
^ na^ einer belannten (iKgen^ 





A 


1 


r 


^/ 


^ 


\ \ 


1 


/9\ 




^^ 


B\i 


'/ 




^\i 


B^ 


^ 


"r \ 


M Je 



Digitized by VjOOQIC 



17X 

fd^aft U8 in ba« ©rcicd Bcf(i^riebcncn ÄteifeÄBAC burd^ kGt, 
alfo auif ber SBogen BGC in Gr l^albirt; jiel^t man alfo DG, 
fo ftd^t DG anf BC inH fcnfrcd^t nnb l^albirt BCj verlängere 
DG bid jur ^cripl^erie m^ K nnb jiel^e AK nnb burd^ E 
eine ^ßarQUele EL mit BC. Da EGL = AGK nnb ELG = 
90« = GAE ift, fo ift A EGL cv) A AGK nnb ba^er 
GL : GA = GE : GK, alfo GL . GK = GA . GE, b. f). 
(GH + HL)GK = (GE + EA)GE, ober GH . GK+HL . GK 
= GE« + EA . GE; nnn ift, wenn BG nnb BE gegogen 
werben, bnrd^ wd6)td le^tere wiebcr ABC ^albirt ift, GBE = 
GBC + CBE = GAC 4 CBE = V«BAC + VsABC nnb 
ebenfo GEB = BAE +. ABE = VsBAC + V^ABC, alfo 
GBE = GEB nnb ba^er GE = GB; aber GB» = GH . GK, 
weil GK Dnrd^meffer nnb BH fenfrec^t anf GK ift; bal^er ift 
anc^ GE« = GH . GK nnb ba^er EA • GE = HL . GK 
SBerlSngert man nnn ED, biiS ed ben StxÄ^ in M nnb N trifft, 
fo ift EA . GE = EM • EN; alfo ift and^ EM . EN = 
HL . GK «ber wenn man ben $albmef[er DG = DM = 
DN ^ DK = B nnb bem ^albmeffer EF = LH = r, fo 
mie ED = e fe|t, fo ift EM . EN = (B+e) (R — e) = 
R« — • e« nnb HL • GK = 2Kr; ba^cr ift R« — e»==2ßr, 
alfo B» — 2Er = e«, ober E(B — 2r) = e», alfo E : e 
= e : E — 2r. SBenn bal^er oon beft tfrei in biefer ^ro* 
portion oorfommenben ®rö§en E, r, e jmei gegeben finb, fo 
ift aud^ bie britte gegeben, b. 1^. fte fann wrmittelft ber ent^ 
widEelten Proportion an« ben beiben oorigen gefnnben werben.*) 

2. ©enn in einem ©reiedEe tjon folgenben brei ©tüdEen, 
nemlid^ bem ^albmeffer E bed nm ba« S>reiedE befd^riebenen 



♦) 3P ncmlid^ B unb r gegeben, fo ifl aud^ R — 2r ju beJHmmen 
unb ballet au gtoei gegebenen geraben Sinien bie mittlere $ro))ortionale e 
ju fudjen. 3P fetner R unb e gegeben, fo ifl R — 2r bie britte ^ßro* 
))ortionaIe ju R unb e, alfo fonßruirbar, n>orau«, ba R befannt ift, 2r 
alfo aud^ r gefunben »irb: Sfl enblid^ r unb e gegeben, fo ifl 2r bie 
©ifferenj ä»ifc^en R unb R — 2r, alfo bie ©ejlimmung Don R rebujirt 
auf bie 9lufgabe: eine jletige ^ro<)ottion ju fonfhuiren, t)on weld^er ba« 
wittlere ©lieb nnb bie ©ifferena ber äußeren ©lieber gegel&en finb. (f. ©eite 46.) 
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ftreifeS, beut ^albnteffet r' eines an baS S)reiedE befd^riebenen 
Sn§em SSerü^mngSlreifed nnb ber (Entfernung e bet äßittel^ 
pnnftt biefer beiben Areife ^mei gegeben ftnb, fo ijt and^ bad 
btitte @t&d gegeben« 

9 t rot id. 9ßtt 3u9^ii^^I^9Uii9 ^^ fräl^ercn JBemerlun' 
gen über bie «nologie (@ette 120), wcld^e ebenfowo^I auf Se^r^ 
S&ljt n)ie auf Aufgaben f\^ anwenben laffen, wirb eiS beut 
©d^üler nici^t fd^wer n)erben, ganj nad^ bem in bem vorigen 
S9en)eife eingefd^Iagenen ®ange bie Proportion jn mitoidtln: 
B : e = e : B + 21^, worauf fi^ roitbcr ergibt, ba§ an» 
aweien ber genannten brei ©rögen bie britte abgeleitet werben 
lann. 

3. SB5enn in einem Dreietfe non folgenben brei ©tüdten, 
nemlid^ einem ffiinfel a, bem ^albmeffer r' be« jur gegenüber* 
liegenben @eite gel^Srigen Augem Serül^rungi^freifeiS unb bem 
Umfange P bei^ !DreiedEd jmei gegeben finb, fo ift aud^ bad 
britte ®tM gegeben« 

»emei«. ^n A ABC fei BAC = a unb D ber 
SRittelpunlt bed }ur gegenüberliegenben ©eite BC gel^örigen 
ftugem SBerül^rungdfreifed, ber bie SSerlängemngen oon AB 
^ • unb AC In E unb F, BC 

felbft aber in G berül^re; 
jie^t man bal^er DE, DG, 
DF, fo ift DE = DG = 
DF = r' unb BE = BG, 
CF = CG, AE = AF; ba- 
^er ift AE = AB + BG, 
AF = AC + CG; alfo 
AE + AF-AB+AC+BC 
= P unb folglid^ AE = 
VsP- Sielet man enblid^ AD, 
fo wirb burd^ AD ber 
ffitnfer BAC = a ^albirt. 
3n bem red^tminfligen ©reiedte ADE ift bal^er AE = VsP, 
DE = r' unb EAD = V««; ba nun biefe« ©reiedE burd^ gwei 
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bcr flcnanntcn StfldEc wKfotnmctt bcftimmt ift, fo ifl mit jmcicn 
berfelben aud^ baiS britte gegeben« 

4. SBenn in einem ©vcietfe oon fölgenben brei ®tMtn, 
nemlic!^ einem ©infel a, bcm ^albmeffer r bc« inncrn )öe* 
tfll^rungiJfreife« nnb bem Ueberfiä^uffe d bet ©nmme ber ben 
SBinfel a einfd^Iiegenben ©eiten über bie a gegenüberliegenbe 
©citc jwei gegeben finb, fo ift and^ ba« britte ©tüd gegeben« 

Sem ei«* ®« bleibt wieber bem ©ci^üler fiberlajfen, ben* 
felben nad^ 9(naIogie bed vorigen gu fül^ren. 

5. SBenn in einem Dreiede ABC üon fölgenben brei 
©tüdten^ nemlid^ einem ffiintel a, bem ^albmeffer r" be« ju 
einem ber einfd^Iiegenben Seiten gel^örigen äußern JBerü^mng«* 
foeifeiS unb bem Ueberfci^uffe d ber ©umme biefer unb ber bem 
SBinlet a gegenüberliegenben ®eite über bie britte jmei gegeben 
ftnb, fo ift aud^ baS britte ®tüdE gegeben« 

Semei«. ^n A ABC fei BAC = a ünb D ber 
aßittelpunft 
bed )ur @ette 
AC gehörigen 
fingern ®e« 
rül^mngÄlreife«, 
ber bie Ser* 
Ifingerung bei* 
ber anbern ®ei' 
ten AB ünb 
CB in G unb 
E, bie ©eite 
AC felbjl in P 
berühre; jie^t man DE, DP, DG, AD, fo ift DE = DP = 
DG = r" unb CAG burd^ AD ^albirt; femer ift mie 
in @afe 3 BG = AB + AC + BC ^ ^^^^ ^^ ^ 

AB + AC + BC .^ AB + AC + BC — 2AB 

Ali == TT 




_ AC + BC — AB 



= Vsd. 3mred^tn)infligen©reiedte DAG 



Digitized by VjOOQIC 



174 

ift bolzet ADG = Vs« (w^il CAG SlcBcnrnnfel dou BAC, 
alfo GDF = GAB ote ©upplcmcnt üon PAG ift), AG = V^d 
ttttb DG = r"; ba nun bicfc« ÜJrcicd burd^ awci bcr gcnann* 
teil ®tü(fc DoDftänbig bcpimmt ift, fo ifl mit jiDcictt bcrfelbcn 
avi6) bad britte gegeben. 

6. SBeim in einem ©reicde von folgenben brci ©tüden, 
nemlid^ bcm ^albmeffcr r be« innem Sertt^rungdlreifed, bem 
Umfange P bei^ ÜDreiedd unb bem t^läd^enini^alte F jmei ge^ 
geben flnb, fo ift anä) bad britte ®tüd gegeben. 



SBemeij»« 




3n A ABC fei D ÜÄittelpnnft be« innem 
^A SBerö^rnnggfreife« nnb DE = DP 
= DG = r bic m^ ben SBevü^* 
mngiSpnnlten gezogenen, alfo auf 
ben ©eiten fenfretd^t ftel^enben ^alb^ 
meffer biefeiJ Äreije«, fo ift, wenn 
AD,BD, CDgejogen werben, A ABC 
= AABD+AACD + ABCD; 
nun ift A ABD = 
AB . DG . 



2 

DE 



ACD = 



(AB + AC + BC) DE 



, b. ^. P = -; 



ba^er ift A ABC = 
rP 



amei oon ben brei ©tüden r, P, P aud^ ba« britte, gegeben. 



7. ©enn in einem DreiedEe üon folgenben brei ©täden, 
nemlid^ bem ^albmef[er r' eine« äußern Serü^rungölreife«, bem 
lleberf(!^ttffe d ber ©umme ber in ber Verlängerung berül^rten 
©eiten be« iDreied« über bie britte t)om ftreife felbft berül^rte 
unb bem f^lä(!^enin]^alte P be« !£)reiedE« jmei gegeben finb, fo 
ift au^ ba« britte ©täd gegeben. 

Sem ei«. 92ad^ SCnalogie be« vorigen }u filieren, moburd^ 

man erhält F = ^- 
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8. SBcnn von einem um einen ÄreiiJ befdjriebcnen 9Sier* 
ede üon folgenben brei ©tüden, nemlid^ bem $)Qlbmeffer r it^ 
Rreifed, bem Umfang P beö SSieredS unb bem ^läci^eninl^alte F 
jwei gegeben finb^ fo ift aud^ \>ad britte ®tä(f gegeben. 

SSemeiiS« Sbenfaüd Analogie ju ®q^ 6. 

8 tt f a fe. ©leid^e @ä|c gelten für gfinf etf e, (Sed^Setfe u. f. to., 
toeld^e um einen ßreiS befd^rieben finb. 

9. 8Benn üon einem um einen Ärcii8 befd^riebenen SSier* 
ede tjon folgenben brei ©tüden, nemlid^ bem ^albmeffer r beiJ 
ftreifeiS, ber ©umme S jmeier einanber gegenüberliegenber ©ei* 
ten unb bem t^Iäd^enin^alte F beiS ^mtä^ jmei gegeben finb, 
fo ift m^ \>a§ britte ©tüdE gegeben. 

JBeweig. golgt aM bem SSorigen^ unter Änwenbung beiJ 
©a^eiJ, ba§ in jebem um einen SreiiJ bef^riebenen SSiercde bie 
©umme ber erften unb britten ©eite gleid^ ift ber ©umme ber 
jweiten unb tjierten. 

10. SlBentt in einem Dreiede von folgenben brei ©tüdEen, 
nemlid^ bem $)albmeffer r eine« Sreife«^ beffen aWittetpunft auf 
einer ©eite beö ÜDreiecfÄ liegt unb ber bie beiben anbern ©eiten 
berttl^rt; unb ben beiben ju ben le^tern ©eiten gel^örigen |)ö]^en' 
petpenbifeln h unb h' jmei gegeben jinb, fo i|t auci^ bai^ britte 
©tüdE gegeben. 

S3emeiö. Qn A ABC feien oon B unb C ouf AC 

unb AB bie ?ßerpenbifel 

BD = h, CE = h' ge* 

fäfftj l^albire BAC unb 

tjerlängere bie ^albirungi^ 

linie, bid fie bie ©egenfeite 

BC in F fineibet, unb fäffe 

oott F auf AB ober AC 

ben ^ßerpenbifel FG ober -^ -^ ^ 

FH, fo ift F aRlttelpunft unb FG = FH = r ^albmejfer be« AB 

unb AC in G unb H berü^renben «reife«. SRun ift A ABC = 

AC . BD AB . CE . -. ... -._ ^_ . _ . _, 
^ — = 9 — ; i>öl^er ift BD : CE = AB : AC, 
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b. 1^. h : h' = AB : ACj 
aber weil BAC burd^i AF 
^albirt i% fo ifl AB : AC 
= BF : CF; alfo ijt aud^ 
h : h' = BF : CF ; folg* 
Ud^ h : h + h' = 

BF:BF + CF =BF:BC; 

-Ä JT ^ aber FG II CE, alfo 

BF : BC = FG : CE = r : V; ba^er ift aud^ r : h' = 
h : h + h'/ in toeld^er Proportion au» jweien ber brei ©tääe 
h, h', r \>ca britte beftimmt werben tann. 

11. SBenn in einem ÜDr^iede oon folgenben brei ®tMm, 
nentlid^ bem ^albmeffer r \>t& innem 93erfl^mngdtreif eiS , bent 
^albmeffer r' eineiS ändern äSerü^rungiStreifeiS unb bem gn ber 
oon bem legtern Greife mirtlid^ berührten @eite gehörigen |)ö§en» 
perpenbilel h jmei gegeben finb, fo ift aud^ bad britte @tttcf 
gegeben. 

SBewei«. ©efet man bie brei Seiten eine« ©reied« 
ABC gleid^ a, b, c, fo ift nad^ ®a§ 6 A ABC = 

<^-^\ nnb naäi ©afe 7 A ABC^^-:^^^^ men« 

a aliS biejenige ©eite betrad^tet mirb, meldte ben mit r' be« 

f d^riebenen äußern SBerü^rungiJfrci« felbft berührt unb ju weld^er 

alfo ber ^ö^enperpenbitel li gehört; ba^er ift A ABC aud^ = 

ah 

Y ; mitl^in ift r(a + b + c) ~ ah unb r'(b + c — a) = ah; 

folglid^ a + b + c:a = h:r unb bal^er b + c : a == 
h — r : r; ebenfo ift b + c — a : a = h : r' unb bal^er 
b + c : a = h + r : r'; folglid^ h — r : r = h+r':rt 
unb bal^er h : r = h + 21^ : r*, ober h — 2r : r = h : r', 
alfo aud^ h : r = 2r' : r' — r; aud jeber bicfer brei ^o* 
Portionen aber fann, menn gmei oon ben brei ©tfidfen h, r, r' 
gegeben finb, bad britte gefunben werben« 

12. SBenn in einem ©reiedfe oon folgenben brei ©tfidfeU; 
nemlid^ jmei ^albmeffem r' unb i^' jmeier äußerer JBerü^« 
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rungSlrcifc ttttb htm ^öl^citpctpcnbilcl h'", roclci^cr ju bcrbrittcn 
t)on jenen fiteifen nid^t felbft berül^rten @eite gel^ört, 3n>ei ge« 
geben finb, fo ift aud^ bod britte @tüd gegeben. 

SBen^eid. (S& feien wieber a, b, c bie brei ®eiten 
beiS S)reie(!iS ABC unb ber mit r' befd^riebene fiteiiS berül^re a 
felbft; ber mit r" befd^riebene b, alfo gehöre h'" }u c, fo 

ift na(% ©aft 7 z\ ABC = ^' (b+^c-a) ^ A ABC = 
r^^ (a + c- b)^ ^^^ ^^^ A ABC = ^ ; folglid^ ift 

r' (b+c — a) = ch'" unb r" (a+c — b) = ch'"; bo^er 
ift b 4- c — a : c = h'" : r' unb a + c — b : c = h'" :r"; 
folglid^ ift b — a : c = h'" — r' : r' unb ebenfo 
b — a : c = r" — h"' : r"; bo§er ift h'" — r' : r* = 
r'' _ h''^ : r" unb ba^er h'" : r' = 2r" — h'" : r", ober 
2r' — h"' : r' = h'" i r", alfo and^ h'" : r' = 
2r" : r' + r''; au8 j[eber biefer brei ^oportionen aber fann, 
wenn gwei t)on ben brei ©tüdEen h"', r', r" gegeben flnb, boÄ 
• britte gefunben merben. 

13. föenn in einem S)reied!e oon folgenben brei ©tädEen, 
nemlid^ bem ^läd^eninl^aUe F, einem SBintel a unb bem lieber^ 
fd^uffe d^ bed OuabratiS ber ®umme beiber einfd^Kegenben 
©eiten über baiS Ouabrat ber britten @eite jwei gegeben {tnb, 
fo ift attd^ bad britte ©tüdE gegeben. 

SBemei«. ®ie brei ©eiten beiS ©reiedf« ABC feien be* 
jeid^net mit a, b, c unb a fei bie a gegenfiberliegenbe, alfo 
b, c bie a einfd^liegenben ©eiten, fo ift d* = (b + c)* — a* 
= (b + c -f a) (b + c — a). ©a nun nad^ 
Safe 6 F = r (a +^b + o y,^^ fo ifl F : d« = 
rJ^J^±J) ..(,+,+ ,)(, + ,_,) = 

£- . (b + c - a) , alfo 2F : V,d« = r : ^ "^ ^ ~ ~ 
ober 4F : d« = r : ^ ^ g ~ ^ * ^^^ ®^^ * ^^^ 

9ta^tU geotn. «nalvfi& 2.Kttfl. 12 
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Hegen r, ^,Jl±:z^ «nb V,« in einem rec^toinHigen 

©reiede nnb t& ift alfo burd^ ba« SBer^ältnife x)on r : b + c— a 
forool^ a, afe umgele^rt burd^ a boÄ SBer^ftltnig r : b + c — a 
gegeben; ba|er tann mittelft ber obigen $ro))ortion 4F : d* = 

r : ^ an» jwci wn ben brei ®rö§en F, d«, a 

bie britte gefnnben werben. 

14. SBenn in einem X)reiede t)on folgenben brei ©titcfen, 
nemlid^ bem f^läd^eninl^olte F, einem föintel a nnb bem lieber- 
fd^nffe d* bed Onabratö ber gegenüberliegenben @eite aber ha» 
Qnabrat ber ©ijferena beiber einfcä^Iiefeenben ©eiten jmei ge^ 
geben fxnb^ fo ift and^ bad britte '®tM gegeben. 

JBemei«. ®ie brei ©eiten be« ©reiediJ ABC feien 
bejeid^net mit a, b, c nnb a fei bie a gegenüberliegenbe, 
alfo b nnb c bie a einfd^lie§enben ©eiten, fo ift d* = 
a* — (b — c)» = (a + b — c) (a — b + c). 33a nun 

nad^ ©afe 7 F = ^' ^^ "^^^ ~ ^^ ift, wenn r" ben 

^albmeffer be» bie ©eite b felbft berft^renben dn|em 

Serül^ngÄlreife« bejeid^net, fo ift F : d* = 

r" (a + c — b) . , , V . u I N 

— ^^ — '-^ ^ : (a + b — c) (a — b + c) = 

|! . a + b - c, alfo 2F : V^d« = r" : ^ "*" ^ ^ ^ 
ober 4F : d« = r" : a + b — g^ ^ ^^^ 



liegen r", ^ nnb 90<> — Va« in einem red^t* 

minfligen X)reiedEe nnb ed ift alfo bnrd^ \>a» S3erl^ältni§ 
r" : ^ "^ g ~ ^ ber SBinfel 90« - Vj«/ alfo and^ a, fo 

wie nmgefel^rt bnrd^ a \>a^ 5Berpltni§ r" : ^ o ~ "^ 
beftimmt: bal^er fann mittelft ber obigen ^ro|)ortion 4F : d« 
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= r" : 2~~^ ""* ^^^ """ ^*" ^^ @rö|ett F, d« 

ttiib a bie britte gefunbcn wetbeit. 

15. Bern in einem ©reiecfe tjon folgenben brei ©tflrfen, 
nemlid^ bem glä^enin^olte F, einem SEBinW « nnb bem Uebet» 
fc^uffe d» ber Onabratfumme ber beiben einf($KeBenbett ©eiten 
ober i<a Ouabrat ber ©egenfeite jwei gegeben flnb, fo ifl au* 
bo» britte ©töd gegeben. 

85 e weis. ®8 feien mieber bie beiben Seiten be« iCrei« 
e(fö ABC mit a, b, c be» 
8ei(ä^net unb jwor fei BC 
= a bie bem Söinlel BAC 
= a'gegenäberliegenbe ©eite; 
l&olbirc BC in D nnb aie^e 
AD, fo i|l AB» + AC> 

= 2AD> 4- 2BD», dfo 

AB« + AC» — BC« = ö J^ 

2AD« + 2BD« — BC« = 2AD« + 2BD« — 4BD« = 
2AD« — 2BD«; fäKt man femer »on D auf AB ben ^er« 
penbifel DF, fo ift AD« = AF« + DF« unb BD« = 
BF« + DF«, alfo AD« — BD« = AF« — BF« unb ba^er 
AB« + AC« — BC« = 2AF« — 2BF«, 1>. ^. ^d« = 
2(AF« — BF») = 2(AF + BF) (AF — BF), ober wenn 
»on C ein ^erpenbifel CE auf AB gefättt wirb, woburd^ 
FE = BF mirb, weil CD = BD ijl, d« =• 2(AJ' + BF) 

(AF ~ FE) = 2AB . AE. «Run ifl F = ^-f—, alfo 
ip p : d« = ^g-^ : 2AB . AE = ^ : 2AF unb 

ba^er 2F : ^ = CE : AE, alfo 4F : d« = CE : AE. 

^urd^ ben SBinfel BAC = a aber ift in bem red^tminlligen 
S>reie(Ie ACE boS SSei^äItni§ von CE : AE unb umgelel^rt 
burd^ biefeS SSerl^filtnil ber Sßinfel a gegeben; oermittelft ber 
^^ortion 4F : d« = CE : AE lann ba^er aus jmeien von 
ben brei @til(fen F, d«, a bo» britte gefunben werben. 

12* 
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§•6. 



!&te Slufldfutig bet Slufgabeti burd^ geptnetrtfd^e 

iOerter* 

Unter einem geontetrifci^en Orte Derftel^t man eine 
Sinie — fei e§ nun eine gerabc ober eine ftreislinie— , weld^e 
bie (gigenfd^aft ^at, baj5 fämmtlid^e auf i^r liegenbe fünfte, 
aber nur biefe, einer beftimmtcn S5ebingung ®enüge leiften. ©o 
ift }. ©• bie ^erip^erie einci^ Äreife« ber geometrifd^e Ort für 
alle ^ßunfte, meldte von einem gegebenen ^ßunfte (bem 3ßittel* 
punfte) eine gegebene ffintfemung (gleid^ bem ^albmeffer) l^aben. 
@benfo ift ber im ,|)albirung!8punfte einer begrenzten geraben 
Sinie errid^tete ^ßerpenbifel ber geometrifd^e Ort für alle 
^ßunfte, meldte von ben bciben (gnbpunften ber geraben Sinie 
gleid^meit entfernt ftnb, alfo für bie ©pifeen atter gleid^fd^cnt 
ligen ©reiedfe, meldte bie gegebene bcgrenjte gerabe Sinie jur 
©runblinie l^aben. 

5Die ©äfee über bie geometrifd^en Oerter jinb alfo aud^ 
Sebrfä|e mie bie ©ä|e über bie S)dta; ber leitere ®a| j. 85. 
ift nid^tj^ anberejS, afö ber befannte l^ier nur in anberer gorm 
auj^gefprod^ene Se^rfa^: menn man im ^albtrungiSpunfte auf 
einer begrenjten geraben Sinie einen ^ßerpenbifel errid^tet, fo ift 
jeber $unft biefejS ^ßerpenbifefö t)on ben ffinbpunften ber gc* 
raben Sinie gleid^meit entfernt, jjeber ^ßunft aber, ber nid^t auf 
bem ^ßerpenbtfel liegt, l^at t)on bicfen (Subpunften ungleid^e 
ffintfernung. 3Son biefem ®ejid^ti8pun!te an§ bilbet bie Äuflö^ 
fung ber Aufgaben burd^ geometrifd^c Oerter auf gleid^e 2Beife 
nur einen befonbem fjall ber «upfung burd^ Se^rfä|e, mie 
bieg aud^ bei ber ?tupöfung burd^ üData bcmerft mürbe* Die 
auftöfung burd^ Oerter aber trägt einen eigent^ümlid^en ©^a* 
rafter an fx6) unb mirb befemegen mitSRed^t aU eine befonbere 
Art aufgefül^rt, um fo mel^r, ba fie, mie bie folgenben ^t^ 
mer!ungen geigen werben , mo^I bie mid^tigfte «rt von Auf* 
löfungi^metl^oben ift. 
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3febe SIufga5c nctnlid^; wd^c tiid^t fo mclc SBcbingutigcn 
cntl^ält; afe nad^ bcn im crften SÖud^c §• 3 gegebenen ^ntroxd^ 
lungen erforberlid^ fmb, ijl eine nnbeftimnite unb W|t ftet« un^ 
enblid^ mit «nflöfnngen ju. aber aud^ l^ier gibt e« wiebcr 
X)crfd^iebene gätte. gür ba« SJreied j. S5, ift jnr t)oIIftänbigcn 
JBeftittittiung bie ^cil^I t^on brei SJebtngungen erforberlid^. 3P 
nun nur eine einjige äSebingung gegeben, ^o fönnen bie unenb^ 
1x6) oielen Äuflöfungcn in ber JRegel nid^t fo georbnet werben, 
bag bie bap geprigen ^unlte eine beftimntte ißeil^enfolge 
bilben. Qft j. SB. nur eine ©eite bei8 ®reie(fj8 gegeben, fo 
lanu; wenn bie ffinbpunfte biefer ©eite irgenbwo feftgelegt unb 
baburd^ jwei SBinIeIfpi|en bei^ DreiecEö beftimmt jinb, j[eber 
^ßunft in ber (Sbene, in weld^er bie ©eite liegt — aui^genom* 
men bie auf ber ©eite f elbft unb il^rer SSerlängerung liegenben — 
ate britte ©infelfpifee genommen unb baburd^ ha» ©reiedE f elbft 
beftimmt werben, fficnn bagegen jmei JBebingungen gegeben 
finb, wenn alfo j. SB. jur wrigen SBebingung beigefügt ift, ba« 
5DreiedE foll gleid^fd^enflig fein, fo wirb, fattiJ bie gegebene 
©eite ©runblinie werben foK, wenn burd^ fte jwei SBinfel* 
fpi|en be« S)reiedEi8 beftimmt jtnb, bie britte nid^t me^r ganj 
willfürlid^ in ber Sbene angenommen werben bitrfen; fonbern 
wenn gleid^ aud^ ][e^t nod^ unenblid^ oiele %uf(öfungen möglid^ 
finb, fo wirb bod^ bie britte S35inlelfpi|e nad^ bem Obigen 
auf bem im ^albirungiSpunlte ber gegebenen ©eite errid^teten 
^erpenbifel liegen muffen; fott bagegen bie gegebene ©eite 
ein ©d^enfel werben, fo mn^, xotm bie beiben burd^ pc be* 
ftimmten ©infelfpi|en mit A unb B, bie britte aber mit C 
bejeid^net werben, C ebenfoweit t)on A entfernt fein ate B, 
ober ebenfoweit t)on B afe A .entfernt ift; folglid^ mn^ C 
entweber auf bem oom SDlittelpunfte A ober auf bem t)om 
SDWitelpunfte B mit ber gegebenen ©eite afe ^albmeffer be= 
fd^riebenen Äreife liegen. Qn beiben gäüen alfo gibt eiJ jwar 
unenblid^ vid Sagen ber gefud^ten britten SBinfeIfpi|e, alfo 
eineiS gefud^ten ^un!teiS, aber t& lägt ftd^ im erften OraHe eine 
gerabe Sinie, im ^weiten eine ftrei^Iinie angeben, auf weld^er 
ber gefud^te ^ßunft liegen mu§, alfo ein geometrifd^er Ort für 
benfelben. 
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©ic 8comctnf<|cn Ocrtcr bicncti ballet junSd^ft jur Auf» 
löfung ttttbcftimtntcr Aufgaben; bei bcncn jwar unenblid^ triefe 
Äuflöfungen tnöglid^ fmb, bei betten aber bie fämmtüd^en mög* 
lid^en £agen eineiS jur fiöfung gefud^ten ^unfteiS in Stfidftd^t 
auf bie fibrigen fünfte eine fold^e SBesiel^ung ju einanber 
l^abett; baß bie jte perbinbenbe Sinie entwcber eine gerabe ober 
eine ftreiölinie ift; benn oon anbeten Sinien !ann auf bem 
elementaren ©tanbpunfte biefc« SDSerfc« nid^t bie 5Rebe fein, 
wennglei(i^ bie pl^ere @eontetrie nod^ eine SRenge anberer Sinien 
ate geometrifd^c Dertcr aufjäl^It, ja oon einem gewiffen ®c^ 
f^d^töpunfte auiS fo red^t eigentlid^ aliS bie2:i^eorie ber geometri^ 
fd^en Oerter bejeid^net werben fönnte. 

SOSenn nun bei einer Aufgabe für einen $unlt jwci gco^ 
metrifd^e Derter gcfunbcn werben JönneU; auf bcnen er liegen 
muj5; fo lann er nirgenbjS ^onft liegen, ate auf bem Durd^* 
fd^nitte berfelben; ber ^ßunft ift alfo beftimmt, ba jmci gerabe 
Sinien pd^ nur in einem einjigen, eine gerabe Sinic unb ein 
ÄreiiJ aber ober jmci Äreife pd^ nur in jmei^ßnnften fd^neiben 
fönnett; folglid^ für bie Seftimmung beiJ fünfte« nur nod^ eine 
enblid^e 3^'^! ^o^ Xtupfungen möglid^ ift. 

* !£)aburd^ erfd^einen bie geometri[d^en Oerter nid^t bloiS für 
bie unbeftimmten, fonbern aud^ für bie beftimmten 3(uf gaben 
aU mid^tig; ja ba bie äSeftimmung ber meiften fünfte burd^ 
ben ©urd^fd^nitt jmeier Sinien gef d^iel^t, fo bilben fie bai^ mid^* 
tigfte Slement in ber Söfung ber Aufgaben. @jS enthält bal^er 
au^ ba« folgenbc S5ud^ eine umfaffenbcre Sil^eoric ber gcometri:' 
fd^en Oerter, atö gemö^nltd^ in ben meiften Sel^rbüd^em ent^ 
Italien ift, ba bie grünbUd^e Senntni^ berfelben \>a& befte ®t* 
leid^terungiBmittel ift bei bem ©elbftauffinben oon 9(uf(öfungen 
burd^ geometrifd^e Knal^ft«. 

®elbftt)erftänblid^ l^anbelt ed ftd^ babei nur um biejenigen 
Oertcr, »eld^e ju geometrifd^cn Sonftruftionen tjermenbbar finb, 
nid^t um fold^e, t^eld^e menn aud^ miffenf d^aftlid^ von l^ol^em ^fn^ 
tereffc,[wie g. ®» bie Äegclfd^nitte, in ein anbcreiS ®ebiet att 
in ba« ber geometrifd^en «nalpp« unb ber mirflid^en Äon* 
{trultion gel^ören. 
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Sttd^ bei ben in ben ftä^eren Stbfd^nitten gelösten ?(uf« 
gaben niurben bte geometrifd^en Oerter fd^on l^Sufig angen^en^ 
bet, n^enngleid^ biefer Sludbrud abftd^tHd^ ru>6) oermieben würbe, 
ba er [eine SrflSmng erft in bem gegenniärtigen Paragraphen 
finlen fonnte, ®ir f önnten ^ier na^ejn jebe Aufgabe ate SBeu» 
fpicl aufführen, ga felbft bie erfte unb einfad^fte Aufgabe, 
weld^? beinal^e in allen Se^rbücä^ern bie 5Rei§e ber Aufgaben 
eröffnet, ift unmittelbare «nwenbung eine« geometrifd^en Orte«; 
id^ mene l^ier bie Aufgabe, auf einer gegebenen geraben Sinie 
AB alB (Srunblinie ein gleid^feitige« ©reiedE ju befd^reiben. 
35ie «nilgfi« wirb folgenbe SBetrad^tung anfteHen: ffi« fei ABC 

ba« gefiid^te ©reiedf, fo ift AB C^ 

gegeben; folglid^ fmb bie ^ßunfte ^ 

A unb B gegeben; ba nun CA 
= BA, alfo C oon A ebenfoweit 
entfernt ift ate B, fo ift ein t)on 
A ate a)tittelpun!t mit bem ^alb^ 

meffer AB lef d^riebener ftrete ber ^"^^ ^ 

geometrifd^e Ort für C; aua bem 
nemlid^en in SSejie^ung auf ben $un!t B geltenben ®runbe 
aber ift aud^ ein t)on B ate aßittelpunit mit bem ^albmeffer 
BA befd^riebener ftrei« ber geometrifd^e Ort für C; alfo liegt 
C auf bem Durd^fd^nitte beiber Derter» ©arau« ergibt fid^ 
bie belannte Äonftrultion ber Aufgabe, fowie ba§ ftd^ jmei 
gleid^feitige ©reiedEe ABC unb ABC befd^reiben laffcn, weld^e 
bie ©runblinie AB l^aben, ba fid^ beibe Qerter ate ftreife in 
jmei fünften C unb C fd^neiben. 

©ic folgenben Aufgaben, bie fld^ nur auf bie befannten, 
in aßen ßc^rbüd^em wrfommenben Oertcr grfinben, mögen 
nid^t fomol^I baju bienen, Sßeue» ju geben, ate t)ielmd^, eben 
meil fie gum SH^eil bem ©dritter fd^on belannt fein werben, i^n 
JU üben, bie «nal^fi« gerabe t)on bem ©efld^t^punlte bc« geo» 
metrifd^en Orte« au« aufaufaffen^ 

I. <?l 11 f Ä hl. 

Sin ©reiedf ju fonftruiren, Don weld^em ge« 
geben ift eine ©cite a, ber gegenöberliegenbe 
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ffiinfcl a ttttb bcr ju bicfct Seite gel^örige ^ö^eti* 
perpenbilel b. 

^ «nal^fi«. (J8 fei ABC bo« gefud^te Dreied, in net 

d^ctn AB = a, AGB = a Ätib 
ber t)on C auf AB gefällte ^cr* 
|)enbilcl CD = b gegeben jinb. 
©a AB gegeben ift, fo fttb bic 
^ttfte A unb B gegeben; ba 
femer AGB = a gegeben ift, fo 
ift ber gcometrlf d^e Ort fir C ein 
über AB befd^riebener ftreiÄab«* 
f(i^nitt; ber einen ©infel — a fa§t; 
ba nun aber aud^ CD =b gegeben 
ift, alfo C üon AB eine (gntfernung = b ^aben jbtt; fo ift 
ber geometrifd^e Ort ffir C eine oon AB um b entfernte ?pa^ 
rattele mit AB; alfo iftC burd^ ben Durd^fd^nitt bnberOerter; 
folglid^ aud^ A ABC gegeben. 

Äonftruftion, «n AB = a lege in A einen ©in* 
lel BAE = a aU; errid^te auf AB im |)albirttng«pttnlte F 
unb auf AE in A ^erpenbifel, meldte fid^ in G fd^neiben unb 
befd^reibe oon G afö SKittelpunft mit GA ate ^albmeffer 
einen Äreiöbogen, ber burd^ B gelten mirb, ba G oon A unb 
B gleid^meit entfernt ift, meil GF auf AB im ^albirung«*» 
punfte fenlred^t ftel^t; verlängere FG nad^ H fo, ba| FH = 
b wirb; unb jiel^e burd§ H eine ^ßaraOele mit AB, meldte ben 
ftreiabogen in C ober C fd^neibe; jiel^e AC, BC ober kC\ 
BC; fo ift A ACB ober AAC'B ba« gefud^te. 

SB ewei«. AB -^ a, S)a ferner AB C^orbe unb AE Xan^ 
gente be« ftrei«abfd^nittej8 ACB ift, fo ijt ACB = BAE = a; 
fätte enWic^ oon C ben?ßerpenbi!el CD auf AB, foiftCD||HF, 
aber HC II FD; alfo ift CD = HF = b. 5Daffelbe gilt für 
A ACB. 

n. ^ u f Ä b I. 

(Sin ©reiedf ju fonftruiren, oon meld^em ge» 
geben ift eine ©eite = a, ber gegenüberliegenbe 
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©inlel = a uttb ein ju einer ber Beiben anbern 
©eiten ge^örifler ^öl^enperpenbifel = K ' 

«naigfi«. ®^ fei ABC ba« gcfud^tc Drcicd, in xotU 
d^cm AB = a, ber gegenüber* 
Uegenbe SOSinlel AGB = « nnb 
ber t)on A auf BC gefaßte ^er* 
penbilel AD = b fei. Da 
AB :=:= a gegeben ift, fo ift aud^ 
A unb B gegfben; ba ferner 
AGB = a gegeben ifl, fo ift 
ein über AB befd^riebener Äreiö* 
abfd^nitt, ber ben SBinfel a faßt, 
ber geometrifd^e Ort für D; 
ebenfo ift ein über AB befd^riebener ©albfrei« ber geontetrifd^e 
Ort für D, weil ABB = 90« ift; ba nun aber aud^ AD 
gegeben ift, fo ift aud^ ein oon A afe 3Äittelpunft mit AD = 
b befd^riebener Ärei« ber geometrifd^e Ort für D; alfo ift D 
burd^ ben ©urd^fd^nitt beiber lefctem Oerter gegeben; folglid^ 
ift BD, alfo aud^ burd^ bie Verlängerung t)on Bp U» jum 
Durd^fd^nitte mit bem erftem Orte ber ^unft G, folglid^ ift 
A ABG gegeben. 

Äonftruftion. 3Äad^e AB = a; befd^reibe mie in ber 
porigen Aufgabe über AB afe ©^orbe einen ffreiSabfd^nitt; ber 
einen SBinlel = « faßt, unb ebenfo über AB ate ©urd^meffer 
einen ^alblreiS; oon A al9 SKittelpunft befd^reibe mit einem 
^albmeffer = b einen SreijSbogeU; ber ben ^alblrei« in D 
fd^neibe ; ik^t AD unb BD unb uerlättgere leftterejS, bis eiJ ben 
erften fireiiSabfd^nitt in G fd^neibe; enblid^ jie^e AG, fo ift 
A AGB ba« gefttd^te. 

SBemei«. AB = a; AGB = a, ba e« ©in!el in bem 
«reidabfd^nitte AGB ift, ber ben ©infel a faßt; enblid^ ift 
ADB = 90» ate aSinlel im ^alblreife, alfo AD = b ^ßer^ 
penbifel auf BG. 

8ufa|. SEBenn man izn ^otbfreiS ouf ber entgegenge^^ 
festen ©eite öom ftreiSabfd^nitte befd^reibt unb im Uebrigen 
tote oben öerfäl^rt, fo erl^ält man ein itoeiteS SBreiedt ABC, 
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t)ott ttjeld^em pd^ cbcnfaK» fictocifcti läßt bafe c8 bic »cbinöungctt 
crfüOt. 



©in ©rcicd 3U fonftrutrcn, t)on wcld^cm gc^ 
geben ift ein ffiinfel =a nnb bie beiben ju ben i^n 
einfd^ließcnben ©eiten fle^örigen ©ö^cnperpen- 
btfel = a nnb = b. 

«nal^fi«. e« fei ABC ba« gefud^te ©reie«, oon wel- 
kem gegeben fei AGB 
= a nnb wenn wn 
,» A nnb B anf bie®e^ 
genfeiten bie ^etpen» 
bifel AD, BE gefättt 
werben, AD = a, 
BB = b* ©aACBgc^ 
geben ift, f ift fowol^I 
C ate bie Sage oonAC 
nnb BC gegeben; ba 
femer A t)on BC nm 
AD = a entfernt ift, 
fo ift eine t)on BC nm a entfernte parallele mit BC ber geo- 
metrifci^e Ort für A, bnrd^ beffen Durd^fd^nitt mit bem@d^en* 
fei AC ber ^ßunft A gegeben ift; ebenfo ift B bnrd^ ben ©nrd^. 
fd^nitt be« entfpred^enben nm b t)on AC entfernten Orte« mit 
bem ©d^enfel BC gegeben; folglid^ ift A ABC gegeben, 

Äonftrnftion, SWad^e PCG = «; in C errid^te anf 
CG nnb CP bie ^erpenbtfel CH = a nnb CK = b; burd^ 
H nnb K jie^e parallelen mit CG nnb CF, bi« fte CF nnb 
CG in A nnb B fd^neiben, nnb jiel&e AB, fo ift A ABC bo« 
gefnd^te. 

JBemeiÄ. ACB = «; Don A nnb B fäHe anf BC nnb 
AC bie ?ßerpenbifcl AD nnb BE, fo ift; AD || ÖC, AH || CD, 
alfo AD = HC = a; ebenfo ift BE = CK = b^ 
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IV. ^ tt f a b I. 



<£in S>reied a^ fonfttuiren, t)on toeld^em ge« 
geben ift ein SBinfel = a, ber jn bcr (Segenfette 
gehörige ^ö^enperpenbtfel = a nnb ein ju einer 
ber einfd^Hegenben (Seiten gel^öriger ^öl^enper« 
penbifel = b. 

Änaigfi«. C« fei ABC ica gefud^te ©reied, in mU 
d^em gegeben fei AGB 
= a, ber Don C auf 
AB gefällte ^erpenbilel 
CD == a unb ber tmn 
A ottf BC gefaßte ^er* 
penbifel AE = b. 5Dttrd^ 
AGB ift fowo^I C alÄ 
bie aii^tung t)on AC 
unb BC gegeben; bnrd^ 
AB eine um b von BC 

entfernte ?ßar(dlele mit BC ate Ort für A unb alfo burd^ ben 
®urd^f(j^nitt biefe« [Orte« mit AC ber ^unft A; folglid^ ift 
AC gegeben; unb ba^er weil ADC = 90* ift, ein ^albfeei« 
über bem ©urci^meffer AC afe Ort für D, ba aber DC = a 
gegeben ift, ein vom SWittetpunlte C mit bem ^albmeffer a 
befd^riebener Ärei^bogen afö jmeiter Ort; folglid^ ift burd^ 
ben ©urd^fd^nitt bcibcr Oerter D gegeben, alfo AD unb 
burd^ beffen aSerlängerung bi« ium Durd^fd^nitte mit bem 
©d^enfelBC be« SBinteteACB ber ^unftB, mithin ift A ABC 




«onftruftion. 3»ad^e FCG = a; auf CG errid^te in 
C einen ^etpenbifel CH = b unb jie^e burd^ H eine ^a» 
raUele mit CG, bi« fte CF in A trifft; auf AC afe ©urd^meffer be^ 
fd^reibe einen $)alblrei« unb t)on C afe SWittelpunlt mit einem 
^albmeffer = a einen ftreidbogen, ber ben ©albfrei« in D 
fd^neibe; jiel^e AD unb verlängere e«, bi« c« CG in B trifft; 
fo ip A ABC bad gefuc^te. 
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»cmci«. 3ic§eCD 
uib fSOe nonA oitfBC 
bot ^ßcqiciib^ AE. 
AGB = a; ba ADC = 
90« i^ dü StnM im 
^albfecijc, f i^ CJD = 
a ^ßetpoibSd auf AB; 
enblii^ ifl AE : GH 
nnb AH CE, alfo 
AE = CH = b, 

3nf a|. aSeiut mm ben ^oUfreiS cntf bie entgegenge:^ 
fe|te @eüe mm AG legt, fo er^ nton ein ^ite3 S)m^ 
ed AB'C, tod^ ebenfans ben Sebtitgimgen genügt, toie fU^ 
leU^ beloeifen tt^. 




V. ^ttfaabf. 

(Ein X)teie<! gn fonfltuiten, von n)e(^ein ge^ 
geben finb ein »infel = a, ber ju ber (Segenfeitc 
gel^Sttgc ^erpcnbifel = a unb bie ju betfelben 
©eite gehörige SKittellinie = b. 

«nal^fi«* (£» fei ABC boS gcfnci^tc ©reietf, üi n>el* 

(J^em AGB = a, bec 
von G auf AB gefaQte 
^etpenbif d CD = a unb 
bie t)on C nad^ bem ^ah 
6irungiS))untte E vm AB 
gcjogenc SDlittenime CE 
= b gegeben feien, Da 
in bem te(]^tTOinfligen 
Dteiede CDE bie $)g^ 
potenufe CE unb eine 
ftatl^ete CD 




pnb, fo ift A CDE gegeben, alfo fmb bie ^ßunfte C, D, E 
gegeben. SBcrlängert man nun (nad^ ber ©eite 127 gcmaci^tctt 
Semedung) CE fo nad^ P, ba§ EP = CE wirb, unb jie^t 
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BF, AP, TOoburd^ ACBF ein ^ßarattclogtatntn wirb; fo ift F 
gegeben nnb e« ift FB || AC, alfo CBF + AGB = 180^ 
ober CBF = 180<> — AGB = ISO^ — «; folglid^ ift GBF 
gegeben unb ballet ein über GF afe ©l^tfvbe bcfd^riebener Äreii5« 
abfd^nitt, ber ben ©infel 180* — a fafet, ate Ort für B; 
folglid^ ift B burd^ ben ©urd^fd^nitt t)on ED ober feiner SSer«« 
längerung mit biefem Ort gegeben; alfo ift EB nnb bal^er 
aud^ AE = EB gegeben; folglid^ ift aud^ A gegeben, nnb 
ba^er A ABG. 

Sonftrnftion. «nf einer beliebigen geraben Sinie GH 
crrid^te in einem beliebigen fünfte D einen ^erpenbüel DG 
= a; oon G afe SWittelpunit befd^reibe mit einem ^alb* 
mejfer = b einen ftreijSbogen, ber GH in E fd^neibe; jie^e 
GE nnb verlängere e« fo nad^ F, baß EF = GE mirb; über 
GF bcfd^reibe einen SreijSabf^nitt, ber einen SBinfel faßt, mel* 
d^cr bem 5Webenminfcl t)on a gleid^ ift; i& fd^neibe biefcrftrei«^ 
abfd^nitt GH in B, fo fd^neibe t)on EG ein ©tfidt EA = EB 
ab nnb aic^e GA, GB, fo ift A ABG ba« gefnd^te* 

SBewei«. 3)a EA = EB, alfo AB in E pbirt ift, 
fo ift GE = b bie ju AB gel^örige SWittelUnie; ba ferner 
GD anf AB fenlred^t fte^t, fo ift GD = a ber jn AB gehörige 
^ö^enperpcnbifel; enbli^ jiel^e FB, fo ift GBF ffiinfel in 
bem über GF befd^riebenen ftreiiSabfd^nitte, alfo ift GBF = 
180« — a; nnn ift aber BE = AE, EF = GE nnb BEF 
= AEG, alfo A BEF ^ A AEG nnb ba^er EFB = AGE, 
alfo FB II AG nnb ba^er FBG + AGB = 180«; folglid^ ift 
AGB = a, 



VI. «auf0Äll^ 

ffiin ®reied( ju lonftrniren, t)on meld^em gc* 
geben ift eine ©eitc = a, ber il^r gegenüberlie* 
genbe äBinlel = a nnb bic (Summe einer jmeiten 
®eite nnb be« jn ber lefttern ©eite gehörigen 
^ö^enperpenbilel» = b. 
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Znal^\x». a» fei ABC hca gefud^te Sireted, t)on vod* 
<ä^cm gegcbcttifei AB = af AGB = 
a unb, loetin von A auf BC ber 
^erfmtbilel AD gefäOt wirb, 
BC + AD = b. ®a AB gcge* 
hm ift, fo ftnb bie ^unlte A unb 
B gegeben; ba femec AGB gege« 
Ben ift, fo ift ein aber AB als 
Sl^orbe befd^riebener ftreiSabfd^nitt, 
ber ben ffiinfel a fa^t, ate Ort 
für C gegeben; Derlängere ferner 
BC über B fo nad^ E, bag BE = 
AD wirb; foiftCE=BC + AD=b 
gegeben; errid^te in E auf BE 
einen ^erpenblfel EP = BD unb 
jic^e BF, fo ift A BEF ^ A ABD, weil BE = AD, EF 
= BD unb BEF = ADB = 90« ift; ba^er' ift BF = Aß 
= a; alfo ift BF gegeben; nun ift aber EBF = DAB, alfo 
EBF + ABD = DAB + ABD = 90«; folglich ift aud^ 
ABF = 90®, olfo ift aud^ bie Sage oon BF gegeben; bol^er 
ift F gegeben; folglid^ ift ein über BE ote ©urd^meffer be* 
fd^riebener ^alblreid otö Ort für E gegeben« X)ie Stufgabe ift 
alfo auf bie ©eiie 114 gelöWe rebujirt: burd^ ben ©urd^* 
fd^nitt B ber beiben fireife AGB unb BEF eine gerabe fiinie 
fo ^inburd^julcgcn, ba^ bie ©untme ber in beiben Äreifen Ke* 
genbcn ffil&orben = b fei« 

ftonftruftion. Ueber AB = a befd^reibe einen 
fireiSabfd^nitt, ber ben Sßinfel a fagt; auf AB errid^te in 
B einen ^erpenbilel BF = a unb befd^reibe über BF aü 
3)urd^ntef[er einen ^alblreid; l^terauf lege nad^ ©eite 114 
burd^ B eine gerabe fiinie fo, ba^ bie ©untme ber in ben 
JheiiSabfd^nitt unb in ben ^albtreiiS faQenben S^orben = b 
fei} t& fei GE biefe ßinie; ix^t AG, fo;;^tft {A ABC ba« 
gefud^te. 

SBeweiÄ. AB = a, AGB = a ate ffiinfel in bem 
ftrei«abfd&nitte AGB; jic^e enblid^ FE unb fäBe uon A auf BC 
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bctt ^crpcttbiW AD; ba ABF = 90<> ift, fo ift aud^ 
ABD + FBE = 90«; nun ift aber att(i^ ABD + BAD = 
900;l;fol9Kd^ ift FBE = BAD; ba nun aud^ BEF = ADB 
= 900 tt„j) BF = AB ift, f ip A BEF ^ A ABD unb 
bälget BE = AD; folglid^ ift BC + AD = BC + BE =b. 



vn. ^ u f Ä b t. 

(Eine getabe fiinie ju jieJ^en, toeld^e bie QEigen» 
fd^aft l^at, ba§ bie pon jwei gegebenen ^unlten P 
unb F auf fie gefällten ^erpenbilel gegebenen 
geraben Sinien a unb b gleid^ n^erben. 

gefud^te gerabe Sinie, 

P 



bie 




«naigfid. dS fei AB 
nield^e bie (Sigenfd^aft l^abe, 
ba§; wenn wn P ünb P' 
auf AB bie^etpenbilelPC; 
PO) gefättt werben; PC 
= a, PD = b fei; jiel^e 
P'E II AB, bi« e0 PC in 
E f(|neibe; ba PC B P'D 
unb P'E 11 CD ifl, fo ift 
EC = PD = b; alfo ijl 
PE = PC— EC = a — b; 
folglid^ ift PE gegeben; alfo ber t)on P al0 äßittelpunft mit 
einem ^albmeffer a — b befd^riebene Ärei« d» Ort für E; 
\>a ferner PEP' = 90^ ift, fo ift aud^ ber ober PF ate ©urd^* 
mef[er befd^riebcne ^alblrei« ein Ort für E; alfo liegt E auf 
bem ©urd^fd^nitt beiber Oerter; foIgIid§ ift E gegeben, alfoPE, 
alfo aud^ PC = a; folglid^ ift C gegeben unb^a^er aud^AB, 
ba e» auf PC in C fenlred^t fte^t 

ftonftrultion. Heber PP' als ©urd^meffer befd^reibe 
einen ^alblrei»; wn P ate SBittelpunft befd^reibe mit einem 

^albmeffcr = a — b (ober b — a, je nad^bem a ^ b 

ijl) einen ^eidbogen, ber ben ^alblreid in E fd^neibe, jiel^e 
PE unb t^erlftngere ti fo nad^ C, ba§ PC = a wirb; auf PC 
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cnbHd§ crtid^tc in C einen ^etpenblW AB; fo ijl AB bie ge^ 

fu<i^te Sinie* 

»ewei«. 3ie]^e P'E 
unb fatte POtt F auf AB 
ben ?ßerpettbilel PD; ba 
PEP' = 90<> ift ote SBin:» 
lel im ^alblreife unb auc^ 
PCB-=90^foiftP'E||AB; 
femer ift PD II EC; folglici^ 
ift aud^ PD = EC; aber 
PC=a uttbPE = a — b; 
folglid^ ift EC = b; bai^er 
ifl aui PO) = b* 

Sttfa^. a^ gibt trier gerobe Sinten, tod^ ber SlufgaBe 
entfpredjctt. 




vffl. jjittfaÄbt. 



stuf einer gegebenen geraben Sinie L einen 
^unlt jtt fttd^en, ber bie ffiigenfd^aft l^at, baß bic 
Don i^nt nad^ einem gegebenen Jtreife E gezogene 
SCangente eine gegebene Oröße == a l^abe» 

«naipfi«* ^» fei A ber gcfnd^te ^unft auf L unb 

bal^er bie pou A nad^ K 
gejogene 2:angente AB = 
a; an ben IDKttelpuntt C 
be« «reife« K aiel^e BC 
unb AC; ba K gegeben ift; 
fo ift aud^ BC gegeben; 
folglid^ flnb in bem red^t« 
n)innigen S)retedEe ABC 
beibe j^atl^eten^ alfo (mi^ 
bie ^^otenufe AC ge« 
geben; folglid^ ift bie Chtt^ 
femung be« ^nfted A von C, alfo burd§ ben oon C als 
aVHttelpunlt mit biefer (Entfernung (ä& $albmeffer befd^riebenen 
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«rctÄ dn Ort für A unb Hx^ bcn <E)urd^f<|ttitt bicfcÄ Ort» 
mit L enbltd^ A felbft gegeben* 

ftonftrultton. 3fn bem gegebenen ftreife K jiel^c einen 
beliebigen ^albmeffer CD nnb errid^te anf CD in D einen 
^erpenbifel DE = a; jie^e CE nnb befd^reibe t)on C afö 
aWittcIpunft mit CE afe ^albmeffer einen mit K lonjentrifd^en 
Sxtx», ber L in A ober A' fd^neibe^ fo ift A ber gefud^te 
^unlt 

fBtxoex^. 93on A }iel^e an K bie Stangente AB; jie^e 
ferner AC, BC; ba AC = EC, BC = CD unb bie ©reied^e 
red^tminllig finb; fo ift A ABC g A CDE, alfo AB = 
DE = a. 



3IC- 



IX. Aufgabe. 

2»it einem gegebenen ^albmeffcr = r einen 
Sreij8 }u befd^reiben, ber eine gegebene ftreiö« 
peripl^erie K ^albirt unb t)on einer gegebenen gc* 
raben fiinie L eine (Sl^orbe dou gegebener ®xS^t 
= a abfd^neibet. 

Änalgfi«. (SiS fei K' ber gefud^te ftrei«, ber ben 
ftrei« K 
l^albire; b« 1^. 
in A unb 
Bfofd^neibe, 
bag AB 
burd^ ben 
iDKttelpunIt 
CbedÄreife« 
K ge^e; fer* 
ncr fd^neibc 
K' tjon L 
eine (S^orbe 

DE ab, meldte = a fei* (£^ fei P SÄittelpunlt be8 Rreife«K'/ 
jie^e FA, PC, FD unb fätte uon F auf DE ben ^crpenbilel 
FG; ba AB in C ^albirt unb AB aud^ C^orbc t)on K' ift, fo 

9la^tU geom. «nal^ftö. 2. «uff. 13 
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tjl FC ^cr^ 
pcnbilcl auf 
AB, ober 
A ACF ift 
rcd^twintltg; 
nun ift in 
bcmfclbctt 
ACald^alb* 
mcffcr bc« 
ßrcifc« K 
unb AP = r 
gegeben ;alfo 

ift A ACF, forgIi(]& CF b. ^. bie ffintfernung bcÄ fünfte« F 
t)on C gegeben, unb babut(]^ ein pon C afö ÜKittelpunIt mit 
biefer ©ntfernung ate |>albmeffer befd^riebener Srei« ate Ott 
für F. ffibenfo ift DE burd^ FG ^albirt; in bem red^twin!* 
Hgen 5Drcic(f FDG ift alfo roicber FD = r, DG = ^j^s., alfo 
aud^ FG; b. f). bie entfcrnung be« fünfte« F von L gegeben 
unb baburd^ eine in biefer ©ntfemung gejogcne ^ßaraDele mit 
L afö Ort für F. 5Da]^er ift F burd^ ben 5Durd^fd^nitt beiber 
Oerter unb fomit, ba aud^ r gegeben ift, ber ÄreiiS K' felbft 
gegeben» 

tonftrultion. 83om SOlittelpuntte C bed gegebenen 
Sreife« K jiel)e einen beliebigen ^albmeffer CH; auf CH er* 
rid^te in C einen ?ßerpenbifcl unb befd^reibe uon H atöüBittel^ 
punit mit einem ^albmcffer = r einen ÄreiiSbogen, ber ben 
?ßerpenbifel in M fd^neibe; t)on C oI« SKittelpuntt befd^reibc 
mit bem ^albmeffer CM einen bem ßreife K fonjentrifd^en 
ßreid* Auf L fd^neibe ferner beliebig NO - a ab unb l^albirc 
e3 in P ; errid^te auf NO in P einen ?ßerpenbifel unb bef d^reibe 
t)on N ate SKittelpunlt mit einem ^albmeffer = r einen Sreii^* 
bogen, ber ben ?ßerpenbifel in Q treffe ; burd^ Q jie^e eine ^a« 
raDele mit L, meldte ben mit K lonjcntrifd^en ftrei0 iuF ober 
F' treffe, f o ift F ober F' ber SKittcIpunf t beiS gefud^ten ÄreifeiS. 
Sefc^reibt man alfo g. S. oon F afe üBittelpunft mit einem 
^albmeffer = r ben Srei« K', fo ift biefer ber gefud^te» 
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SScweig. Qxt^t FC unD jiel^c burd^ C einen ©urd^mcff er 
AB be« Steifet K fenlred^t auf FC, jic^eFA; fo iftFC = CM, 
CA = CH, FCA = MCH = 900; alfo ift AACF^AHCM 
unb ioX)tx FA = HM = r; folglid^ ge^t ber Ärci« K' burd^ 
A; cbcnfo xoxxi bcroicfen, ba^ er \>Vix6) B gel^t; alfo fd^neibet 
er ben 8ret« K in ben ©nbpunftcn beö ©urd^mefferiS AB ober 
er l^albirt bie ?ßertp]^crie bcffelben. gerner fättc oon F auf L 
ben ^erpenbilel FG; mad^e GD = GE = Vs» unb jie§c FD, 
fo ift FG = QP, GD = V^a = NP, FGD = QPN = 90^ 
alfo ift A FGD ^ A QPN unb ba^er FD = QN^ = r; 
aljo gcl^t ber Srei« K aud^ burd^ D; ebenfo wirb enblid^ be* 
wiefcn, ba§ er aud^ burd^ E gc^t; alfo fd^neibet er uon L eine 
ererbe DE = i/^ a + V2 a = a ab* 



X. Aufgabe. 

aSott einem gegebenen ?ßunlte P al« SDHttel* 
punft aui^ einen Sreis ju befd^reiben, ber bie 
ffiigenfd^aft l^at, ba| bie oon jwei anbern gege* 
benen ?ßunlten P' unb P" an il^n gezogenen Zan^ 
genten fid^, wenn« nöt^ig ift oerlängert, unter 
einem gegebenen SBinl.el « fd^neiben. 

«nalgfi«. ffi« fei K ber gefud^te wn P ate ÜKittet 
punit befd^riebene ftrei«, 
ber bie Sigenf d^aft ^abe, ba§ 
bie oon P' unb P" an i^n 
gejogencn SEangcnten P'A, 
P"B fid^ oerlängert in C fo 
f d^neiben, bafe ACB = « fei. 
®a P', P", alfo aud^PT" 
unb P'CP" = a gegeben 
finb, fo ift ein über PT" 
befd^riebener Sreiöabfd^nitt, 
ber ben SBinfel a faßt, ate 
Ort für C gegeben; jie^t 

man nun CP, voüä)z^ ben ©rgänjungj^bogen bei3 ftreiöabfd^nitti^ 
FCP" in D fd^neibe, fo ift ACB burd^ CP ^albirt, ober 

13* 
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ACP ift =BCP; ba^cr ift 
aud^ P'D = FD, ober PDP" 
ift in D l^albirt; ba nun 
P'DP" gegeben ift, foiftD, 
alf aui) PD, folglid^ burd^ 
ben ©urd^fd^nitt feiner SScr*« 
längetung ntit beut erftem 
ftrcidabfd^nitte bcr $unft C 
gegeben; bal^er iftCP', alfo 
Qud^ ber von P auf bic 
JBerWngerung pon CP' ge^ 
fättte ^erpenbifel PA aö 
^albmeffer für ben «rei» K gegeben; ba nun aud^ beraRittel* 
punlt P biefe« ftreife» gegeben ift; fo ift r gegeben. 

ftonftruftion* 3ic^e PT"; über PT" befd^reibe einen 
Äreidabfd^nitt; ber ben ©inlel a fa§t; unb ergänje bcnfelben 
jum t)oDftänbigen ftrei«. !J)en (Jrgänjungdbogen ^albire in J), 
gie^ PD unb verlängere e«, U& e« ben ftreidabfd^nitt in C trifft ; 
gie^e CP' unb falle von P auf CP' ober beffcn aScrIängerung 
einen ^erpenbilel PA; enblid^ befd^reibe t)om ÜKittelpunlt P 
ntit bem ^albmeffer PA einen ftrei0 K, fo ift bicfer ber gefud^te. 

JBewei«. ^ie^e CP" unb fäffe oon P auf CP" ober 
beffen SSerlängcrung ben ^crpenbilel PB. ©a P'D =: P"D ift, 
fo ift aud^ P'CD = P"CD; ba nun aud^ PC =PC unbPAC 
= PBC = 900 ift, fo ift A ACP ^ A BCP unb ba^er 
PA = PB; ber ftrei« K ge^t ba^er auc^ burd^B unb baP'A 
unb P"B auf PA unb PB fenfre^t fte^en, fo fmb ftc SEan* 
gcnten an ben Ärei« K. ffinblid^ fd^neiben fid^ beibe in C fOf 
ba§ P'CP" = « ift; weil e0 ^erip^eriewinlel in bem Ärei«ab> 
fc^nitte ift 
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8cjrc tion bcn gcomcttifijctt Dcrtcrn. 



1. Ott 

!Dic ?ßcrip]^ctie bciS oon einem gegebenen ^unltc P ate 
STOtttelpnnft mit einer gegebenen begrenjten geraben ßinie a 
afe ^albmeffer befd^riebencn ßreife« ift ber geometrifd^e Ort 
für alle ?ßunfte, meldte t)on P eine gegebene ©ntfcrnnng = a 
^aben. 

85 e meid folgt nnmittelbar au^ ber Definition beiJ Ärei je« ♦ 

Sttfafe 1. Slnbere Slugbrüdfe für im obigen Drt finb 
f otgenbe : 

1) SBenn öon einer begrenjten geraben Sinie a ber eine 
©nbpnnft P ber Sage nad^ gegeben ift, fo ift ber geometrifd^e 
Drt für ben anb?rn @nbtJttnft ein öon P aU aJiittelpnnlt 
mit htm ^albmeffer a befd^riebener ftrei^; 

2) bie 5PeritJ]|erie eineiJ öon einem gegebenen 5ßttnlte P 
aU aRittelpnnft mit einer gegebenen begrenjten geraben Sinie 
als §albmeffer befd^riebenen ftreifeS ift ber geometrifd^e Drt 
für bie SKittelpnnfte aöer ftreife, toeld^e bnr^ P gelten nnb 
ben ^albmeffer a l^aben. 
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Sttfafe 2. Stt AABC fct ADaKütcmnic für blc ©citc 
BC; bcdängcrt man AB über A l^inattS fo m^ E, bafe 




AE = AB toirb, unb jicl^t EC, fo x% toic pd^ leidet bctocifcn 
I&ftt, EC II AD unb = 2AD, toeld^c gornt im Ucbrigcn 
aud^ A ABC l^abctt mag. gfüt bic gegebene ©röße öonAB 
ttxib AD ift bälget bte (Jittfemung bcS 5ßuttItcS C t)on E 
lottftant. SBenxi bal^er öon einem S)reiedfe eine ©citc AB 
tttib bic jtt einer ber bcibeu anbcm ©eiten geprigc aRittet 
Knie AD gegeben pnb, fo ift ber Drt für bie ber Seite AB 
gegenüberliegenbe SßinleiftJi^e C eine nad^ Drt 1 lonftrutr* 
bare ßreiSünie. 



!Dcr geometrifd^c Ort für attc fünfte, tocld^c pon einer 
gegebenen gcraben Stnie L eine gegebene Entfernung = a l^abcn, 
ijl eine ntit L paraDelc gerabe ßinie^ wcld^e burd^ ben @nb* 
pnnft eine« auf L in einem beliebigen fünfte errid^letcn ^er* 
pcnbitefö gcjogen wirb, bcffen @rö|c = a ift» 

»CID ei« folgt au8 bem belannten ®a|C; ba§ ^crpenbilcl 
jiDifd^en ^arattclcn ctnanbcr gleid^ finb» 

3ttfafe 1. S)a ber $ßertjenbilel auf beiben ©eiten öon 
L errid^tet toerben fann, fo gibt eS jtoci Derter für ben ge* 
fud^ten ^nlt. 

8u fafe 2. «nbere Slu^brüdfe bejj obigen Drte§ finb 
folgenbe: 

1) (Sine burdj ben (gnbtjunit eineS ^ßerpenbifctö h auf 
einer begrenjten geraben Siuie a gejogenc ^ßaraMe mit a 
ift ber geometrifd^e Drt für bie ©pi^n aller S)reiedfe, toetd^e 
a jur (Srunblinie unb li jur jugeprigen $ö§e l^aben; 
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2) eilte burd^ bie ©pifee A ettteS »reiedfS ABC paxaM 
mit ber ©egcnfeite BC gejogene gerabe Sinie ift bcr geo^: 
tnetrifd^c Drt für bie ©pifeeti aller ®reiedte, toetd^e mit 
A ABC bie nemtid&e Orunblinie BC unb gleid^eti gtöd&eii:: 
itil^att l^abeti; 

3) ber geometrifd^e Drt für bie 3Kittett)mi!te aHer ftreife, 
tod^t einen gegebenen ^atbmeffer a l^aben nnb eine gegebene 
gerabe ßinie L berül^ren, ift eine ^Parallele mit L in einer 
Entfernung öon L, toeld^e = a ift; 

4) ebenfo ber geometrifd^e Drt für bie 3RitteIt)un!te ber 
ßreife, toeld^e t)on L eine Kl^orbe tjon gegelbener Oröge b 
abfd^neiben nnb einen ^albmeffer = a l^aben. (SSergt bie 
Slttfgabe Seite 193 JRr. IX). 5Rur ift l^ier bie Entfernung 
ber ^ParaMe nid^t = a, fonbern gleid^ ber föatl^ete eineg 
red^ttt)in!tigen ®reiedt§, beffen ^^potenufe ^^ a unb beffen 
anbere Äat^ete bie ^ätfte ber gegebenen ©l^orbe ift. S)iefe 

Entfernung ift alfo = ]/ a« — V^b«. 

©er geometrifd^e Ort für aKe ?ßunlte , weld^c bie Eigene 
fd^aft l^abeU; ba§ bie von ilincu nad^ einer gegebenen geraben 
Sinie L unter einem gegebenen SBinfcI a gejogencn geraben 
Sinicn eine gegebene ®rö§e = a l^aben, ift eine ^ßaraUcIc mit 
L, TOeld^c baburd^ gcfunben wirb, ba^ man an L in einem 
beliebigen ?ßunttc eine gerabe Sinie = a unter einem SBinfel 
= a anlegt unb burd^ ben Enbpunit berfelben eine ^ßaraHele 
mit L jicl)t. 

JBcmei« folgt unmittelbar aui^ bcm Belanntcn ®a|c, ba| 
^arattclctt jmifc^en ?ßaraKeIcn cinanbcr gleid^ finb» 

8ufa| 1. ®er jtoeite Drt ift genau genommen ein 
ftjejietter gaH beS britten. 

8u[afe 2. Ein anberer Slu^brudf M britten Drte^ ift 
folgenber: toenn eine ber Oröfee nad^ gegebene gerabe Sinie 
= a ben einen Enbt)unft auf einer gegebenen geraben Sinie L 
^(ibtn unb einer gegebenen geraben Sinie L' paxaUd fein 
foH, fo ift ber geometrifd^e Drt für ben anbem Enbt)un!t 
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eine ^ataMe mit L, beten Sage baburd^ beftimmt mirb, 
ba§ man bnrdj irgcnb einen 5ßttnft öon L eine $ßarattele mit L, 
. jie^t, biefetbe = a ma^t unb burd^ il^ren anbern 6nbt)unft 
eine ^araUele mit L legt. 

4. Ott 

Sßenn eine ber @r5^e nad^ gegebene gerabe fiinie = a 
ben einen ©nbpunit auf einem gegebenen Ärcife K l^aben unb 
einer gegebenen getaben ßinie L paraDel fein foö, fo ift ber 
geometrifdije Ort für ben anbern ffinbpunft ein ftrei« K\ ber 
bem ftreife K gleid^ ift unb beffen Sage babnrd^ beftimmt mirb, 
ba§ bie Centrale beiber ftteife ^ a unb || L werben mug» 

93 e meid folgt einfad^ an» bec Jtongruen} jmeier red^tminf^ 
liger !Dreied(e unb ber (Sigenfd^aft ber Parallelogramme, bag 
bie ©egenfeiten einanber gleid^ finb. 

Sufafe 1. ©d^on berSluSbrudt jeigt, ba§ ber vierte Drt 
eine Slnalogie ift beiJ britten. 

ßufafe 2. S)a man bie Kentrale nadj entgcgengefefeten 
Seiten jiel^en lann, fo gibt e^ jtoci Derter. 

5. Ott 

®er geometrifd^e Ort für alle ?ßun!te meldte t)on ber ?ße* 
ripl^erie eine« gegebenen Äreifc« K, beffen ^albmeffer = r ift, 
eine gegebene (gntfemung = a l^aben, ift ein mit K lonjentri*' 
fd^er Ärei«, beffen ^albmeffer entmeber r + a, ober aud^ 
r — a ober a — r ift, j[e nad^bem in ben beiben legten 

gaUen r ^ a ift 

S3emeid folgt and ber Definition beiS ftreifeiS, perbnnben 
mit bem @a$e, bag bie (Entfernungen eineiS ^unfted t)on einer 
ftrcidperip^erie burd^ biej[enigen geraben Sinien gemcffen werben, 
meldte entwebcr fclbft ober erft in ber SSerlängerung burd^ ben 
SWittelpunft gelten, mobei bie erfte bie grögte> bie jweite bie 
Ileinfte Entfernung angibt 
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3ufa| 1. Sin anbetet ünSbtnd obigen Dttei^ ift: bet 
gcomcttifd^c Drt füt bie SHittelpunfte attet ftteifc, toeld^e 
einen gegebenen ftteiiJ K, beffen ^albmeffet r i\t, öon Singen 
obet t)on ^nmn betül^ten nnb einen gegebenen ^olbmeffeta 
l^aben, ip bie ^ßetijjl^etie eineg mit K lonjenttif^en ßteifed, 
beffen ©albmeffet im etften gaUe r + a, im jtoeiten r — a 

obet a — r ip, je nad^bem r ^ a ift. 

Bufa^ 2. Sbenfo I&gt fid^ eine analoge Sntoenbnng 
füt obigen Dtt finben, toie bei Dtt 2, Sufaft 2, 3lx, 4. 

!Det geometttfd^e Ott füt aQe ^unlte, weld^e pon jwei 
gegebenen fünften P nnb P' QUx6)xozxt entfctnt finb, ift bet 
anf bet SSetbtnbnngSitnie bet beiben fünfte in il^tcm $albi* 
tnngspnnfte cttid^tete ?ßctpcnbifel. 

S5enj ei «folgt nnmittelbat au« bemSafte übet bie®Ieid^:= 
l^eit bet oon einem ?ßunfte auf biefem ^etpenbilel nad^ ben 
(Snbpuniten bet getaben £inie gejogenen getaben £inien* 

Sufafe 1. anbete «uäbtüdfe biefe« Dtte« ftnb: 

1) S)et auf einet begtenjten getaben ßinie a in il^tem 
^albitnngäpunlte ettid^tete 5ßetpenbifel ift bet geomettifd^ 
jDtt füt bie ©piften aKet gleid^fd^enHigen S)teiedte, toeld^e a 
jut SafiS l^aben; 

2) bet auf bet SSetbinbungSKnie jtoeiet ^ßunlte P nnb P' 
in i|tem ^albitungSpunfte ettid^tete ^ßetpenbifel ift bet geo:= 
mettifd^e Dtt füt bie äRittetpnnlte attet Steife, toeld^e bntd^ 
P unb P' l^inbtttd^gel^en, alfo PP' jnt ©l^otbe l^aben. 

8ttfa| 2. S)amit l^ängt and^ folgenbet Dtt jufammen: 
S)et geomettifd^e Dtt bet $atbitung«pnnfte attet patattelen 
e^otben eines ftteifeS ift bet ^albitnngSpetpenbilel einet 
biefet ffil^otben. 

<E)et geomettifd^c Ott füt atte $unltc, weld^e oon awci 
gegebenen getaben ßinien L unb L' gleid^wcit entfernt finb, ift, 
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wemi L unb L' einanbcr pataffcl ftnb; btc butd^ bcn ^albu 
rungdpunlt irgenb etned jtoifcj^en beibeu ^araOelen gejogenen 
^crpcnbilcfö ge^cnbc ^araDcIc ntit L unb L\ wenn aber L 
unb L' einanber fd^neiben, bie l^albirungi^nnie beiS SSinfefö, 
ben beibe tnit einanber mad^en, ober feined Stebenwtniete. 

SSen^eid folgt leidet au0 befannten ®5|en* 

8ufa^ 1. SBenn btc Sinicn einanber fd^neiben, gibt t^ 
bal^er jtoei geometrifd^e Derter. 

Sufa^ 2. ffitn anberer SötSbrudf bicfeiJ DrteS ift: bie 
im ^auptfafee bejeid^nete ßinie ijl ber geometrifd^e Drt für 
bie SHittcIpuuIte aller Sreife, toeld^e L unb L' berül^ren ober 
t)on L unb L' gleid^e S^^orben abfd^neiben. 

8ufa| 8. S)er Drt für dHe Jßunfte, toeld^c öon einem 
gegebenen 5ßunfte P unb einer gegebenen geraben Sinie L 
gleid^toeit entfernt pnb, ift lein elementargeometrifd^er, fon^ 
bem eine ber fogenonnten ftegelfd^nittSlinien, nemttd^ bie5ßa* 
rabel. Sine äl^nlid^e ftegelfd^nittälinie, bie ^^perbel, ift 
femer ber Drt für alle Jßunfte, toetd^e t)on einem gegebenen 
5ßunlte P unb einem gegebenen ftreife K gleid^toeit entfernt 
pnb, ba ber Unterfd^ieb ber ©ntfernungen eineS fotd^cn 
5ßunfteiJ öon bem 5ßunfte P unb bem SRittelpunfte be§ »rct< 
fciJ K gleid^ bem ^attmeffcr beö ßreifeö, alfo öon gegebener 
@rBge ift. (Sbenfo, toenn gleid^e (Entfernung Don L unb K 
ober öon K unb K' geforbert toirb, fo ift ber baju gel^örigc 
Drt im erften gaHe toieber eine ^arabel, im jtoeiten eine 
$^perbel. 

SBenn femer nad^ 5ßunlten gefragt toirb, bei benen bie 
Summe ober S)ifferen} ber ©ntfemungen öon P unb P', P 
unb L, P unb K, L unb L', L nnb K, K unb K' eine ge* 
gebene Oröfee = a l^aben foH, fo fül^rt biefe mit SluSnal^me 
beiJ vierten gaUeS (f. 8. Drt) auf Derter, toetd^e l^öl^ere 
Irumme Sinien bilben. Sluf gaben alfo, toeld^e berartige Se>- 
bingungen entl^alten, lönnen nid^t burd^ Derter gelöi^t n)erben. 
(Sin »eifpiel einer fotd^en Aufgabe f. @. 144. 

8. iOtt 

©er geometrifd^e Ort für atte ^ßunlte, weld^f bie (gigen^ 
fd^aft ^aben, bag bie @umme ober !£)ifferen3 i^rer (Entfernungen 
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Don ixoti flcgebcncn gerabcn ßtnicn L unb L' eine gegebene 
(Srö^e = a l^abc, tft eine fonftruirbare gerabe Sintc» 

ftonftrultion. 1) L unb L' feien parallel; pon einem 
beliebigen fünfte A auf L fäffe _# 

einen ^erpenbilel AB auf L'; 
fd^neibe pon i^m von B ava 
(ober Don A au«) ein ©tüd BC 
ober BC = a ab, ^albire CA 
ober CA in D ober D' unb 
giel^e burd^ D ober D' eine ^a* ''^ B 

rattele L" ober L"' mit L ober L', fo ift L" ober L'^ 
fu(]^te Ort. 

2) ffienn L unb L' nid^t paraBel ftnb; fo errid^te auf 
L (ober in 
&]^nlid^er Strt 
auf LO in 
einem beliebig 
gen fünfte A 
einen ^etpen^ 
bilcl AB = a 
unb}iel^eburd^ 
B eine pa- 
rallele mit L, melcbe L' in C treffe; l^albire ben baburd^ in C 
entftanbenen ffiinfel BCD burd^ L", fo ift \>a» jwifd^en L unb 
L' Hcgenbc ©titdE oon L" bcr Ort für bie ?ßunfte, bei benen 
bie S5iffcrenj ber ©ntfernungen oon L unb L' = a ift, ba« 
ttid^t jwifd^en L unb L' liegenbe ©tüdf oon L" aber ber Ort 
für bie fünfte, bei benen bie ®umme ber (Entfernungen oon 
L unb L' = a ift 

»emei«. 3u 1). ©enn a < AB ift, alfo C jmifd^en 
L unb L' liegt, folglid^ aud^ L" a^if d^en L unb L' faßt, f o ift 
DA = DC, alfo DB — DA = DB — DC = BC = a; wenn 
bagegen a > AB ift, mie bei BC = a, fo ba§ C au^er^alb 
ber ^arattele liegt, fo ift D'A = D'C, alfo D'B + D'A = 
D'B + D'C == BC = a. ©affelbc gilt für jeben anbem 
^unft auf L" unb L"'. 
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3ü 2)* «uf bcm jwifd^cn L unb L' licgcnbcn ©tücfc 

j;' pon L" nimm 

einen beliebt* 
gen $unft E 
unb f äDe pon 
i^m auf L unb 
L' bie ?ßerpcn* 
bilel EF unb 
EG; t)on benen 
ber erfte bie 
burd^ B gejogene parallele mit L in H fd^neibe; nun ift EG 
= EH, weil E auf ber ^albirungj^Iinie beö JßJinIcfö BCD 
liegt; alfo ift EF — EG = EP — EH = hI^ = BA = a* 
Stimmt man bagcgen auf bem nid^t jwifd^en L unb L' liegen» 
ben ©tüde t)on L" einen ^unft E' unb fällt t)on il)m auf L 
unb*L' bie ?ßetpenbifel ET' unb E'G', t)on benen ber erfte 
verlängert bie burd^ B gejogene parallele mitL iuH' f(]^ncibe, 
f ift mieber E'G' = E'H', alfo E'F' + E'G' = ET' + E'H' 
= F'H' = BA =a. 

8u fafe 1. SBenn L unb L' jjaraM finb, fo barf bie 
gegebene Summe ber ©ntfemungcn nid^t Meiner fein ate ber 
t)on L auf L' gefällte 5ßertJenbifeI; ift fie biefem gleid^, fo 
l^at icber $ßunlt jtoifd^en L unb L' bie Verlangte ©igcnfd^aft, 
eä gibt folgtid^ feinen beftimmten Drt; ift fie bagegen Heiner 
atö biefer ^ertjenbifel, fo ift bie gorberung unmöglid^. Uxti^ 
geleiert barf bie Siffercnj ber ©ntfernungen nid^t größer fein, 
aK ber bejeid^ncte 5ßert)enbifel; ift fie il^m gleid^, fo gibt e§ 
toieber feinen beftimmten Drt, tjielmel^r l^at jeber aufcrl^alb 
ber ^Parallelen tiegenbe $ßunft bie Verlangte @igenfd^aft; ift 
fie bagegen größer atö biefer 5ßertJenbif el , fo ift toieber bie 
Aufgabe unmöglid^. 



3ufafe-2. 3Ran erl^ätt ftetS einen jtoeiten Drt, \x>trm 
man bie ftonftruftion t)on L' arx^ ftatt t)on L m^ mad^t. 

35er geometrifd^c Ort für aße fünfte, bereu Entfernungen 
üon jmei gegebenen fünften P unb P' ein gegebene« aSer^ält« 
nig m : n l^aben, ift eine fonftruirbare ftreiiJlinie. 
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ftonftrultion^ ^id^c PPS lege, wenn m > n ift, 
an PP' in P eine 
gcrabe ßinte PA == 
m unter ^ einem be» 
liebigen ©infel an, 
tjetlängere ftc nad^ 
B fo, ba§ AB = n 
wirb nnb fd^netbe 
jugleid^ von AP 
ebenfo AC = n ab, 
jicl^e BP' unb burd^ 
A eine ^araDc mit BP', meldte PP' in D fd^neibc; jiel^e CD 
unb burd^ A eine parallele mit CD, meldte bie SSerlängerung 
pon PP' in E fd^neibe; t)on E afe SÄittctpunft bcfd^reibe mit 

ED al« ^albmeffer einen flrei^ K, fo ift biefcr ber gefud^te Ort. 

• 

S5emcig. «uf bem ftteifc nimm einen beliebigen ^ßunlt 
F, jie^e PP, PP', FE, fo ift ju beweifen, bag FP : FP' = 
m : n fei. 5ßun ift PD : P'D = PA : AB = m : n unb 
PE : ED = PA : AC = m : n, alfo ift PD : P'D = 
PE : ED, alfo PE : PE — PD = ED : ED — P'D, b. % 
PE : ED = ED : EP', ober weil ED = EF ift, PE : EF 
= EF : EP'; ba nun aud^ PEF = FEP' ift, fo ift A PEF 
cv> A PEP' unb ba^er FP : FP' = PE : EF » PE : ED 
= PA : AC = m : n. 

ßufafe 1. (£tn anberer ÄuSbrudf ic^ DrieiJ ift: toenn 
öon einem S)reicdte eine Seite unb baä SSerpitntft ber bciben 
anbem ©eiten gegeben ift, fo ift ber Drt für bie jener Seite 
gcgenübcrliegenbe SBinfelfpifee eine fonftruirbare ftreiäünie. 

ßnfafe 2. Obiger Drfc Idftt ftd^ audj auf fotgenbe Slrt 
Quffaffen. 833ci>n t)on einem S)reiedfe eine Seite unb auf 
berfclben ein $ßunlt gegeben ift, burd^ toetd^en bie ^albis^ 
rungälinie bcS (Segentoinfctö ^inburd^gel^en foH, fo ift ber 
Drt für bie Spifee bicfeS SBinlefö eine lonftruirbaren kxzi^ 
linie. ®iefer Sluäbrud bcrul^t auf ben Säfeen: toenn in 
einem S)reiedEe ein SBinfcI l^attirt toirb, fo njirb bie @egen^ 
feite t)roportiottirt ben einfd^tießenben Seiten gctl^eift; unb 
umgefe^rt; toenn in einem S)reiedEe eine Seite pro<)ortionirt 
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ben beiben anbent Seiten gei^ilt tsAxi, fo toitb ber biefer 
Seite gegcnüberlicgenbe 833infel burd^ bie t)om Tfytihin^ 
fünfte tiad^ ber Sinlelfpi|e gezogene gerabe Sinie ffatbivt, 

Sufa| 3. (Jine onbere ftonftruftion obigen DrtcS ergibt 
ftd^ auf folgenbe 8Beife: 8Benn in ber baju gel^drigen Sfigur 
ber $un(t D boburd^ beftimmt ift, bofe PP' in D na^ bem 
SSerl^ältniffe t)on m : n get^eitt tourbc, fo bcftimme einen 
beliebigen ^unft F fo, bafe PP : PF ft^ öerl^ält toie 
PD : FD, tooS boburd^ gefd^ie^t, bog man jwei beliebige 
gerabe Sinien fud^t, bie jld^ tier^alten ttne m : n (j. 9. 
PA : AB) unb beren Summe griJger ift aK PP', unb l^ierauf 
ein A PPP* lonftruirt ou3 ben brei Seiten PP', PA, AB. 
Sielet man nun DF unb errid^tet auf DF einen ^albirung§^ 
perpenbifcl, toeld^cr PP' Verlängert in E fd^ncibe, fo ift E 
aKittcI^rnntt unb ED ^albmeffer beö gcfud^ten DrtÖ. 

dufa| 4. SSSenn ba^ SSerl^ältnig ber t)ou bem gefud^ten 
fünfte na^ P unb P' gejogcnen geraben ßinien glcid^ bem 
ffierl^ältniffe jtoeier Duabratc, atfo = m* : n* ift, fo ift ber 
Ort für ben gefud^ten $unft ebenfalls bie, mie oben, ju low^ 
ftruirenbe ftreiSlinie; benn fud^t man juerft ju m unb n 
eine britte ^ßroportionallinic p, fo ba§ m : n = n : p ift, 
fo ift m« : n* = m : p unb ftatt bcä SScrptniffcS m* : n« 
ift bal^er ba8 SSer^dttnife m : p gegeben, mit toctd^cm toie 
oben öerfal^ren toirb. 

guf a| 5. ^ gbenfo toenn baS SSerl^altnig ber üuabrate 
ber beibcn t)on bem gefud^ten Jßunfte nad^ P unb P' gejo^^ 
genen geraben ßinien = m : n fein fott, fo fud^c ju m unb 
n bie mitttere proportionale q, fo ift m : q : n, alfo 
m'^ : q* = m : n; atfo öcr^atten fid^ bie Duabratc bciber 
gcfud^ten fiinien toie m'-^ : q*, bie ßinien fctbft alfo toie 
m : q, bal^er ift aud^ l^ier ber gefud^te Ort bie nad^ bem 
Dbigen ju fonfhruirenbe ftrciStinie. 

ßttfa^ 6. Sft m = n^ fo toirb PP' in D l^albirt. S)a 
nun aber aud^ ED : EF == m : n »erben, atfo ED=EP' 
toerben mn^, ober toaS einerlei ift, ba C auf P, alfo CD 
auf VD faKen, alfo AE [j PP' werben mug, fo liegt E in 
unenblid^er (gntfemung öon F auf PP'; ber gefud^te ftreiS 
erl^dlt fomit einen unenblid^ grogen ^albmeffer ober gel^t in 
eine gerabe^ ßinic fiber, toeld^c auf PP' im ^atbirungSpunfte 
D fenfred^t ftel^t. S)aburd^ erfd^eint ber 6tc Ort afö ein 
befonberer gfaß be8 9ten. 
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3ufa| 7. gittc fd^önc Sltttocnbuttfl bc8 DrtcS 9 unb 
jtoar bcr in Sii\aii 2 gegebenen Jtuffaffung bejfetten tft fol* 
genbe: SBenn öicr ^ßunltc A, B, C, D auf einer geraben 




ßittie gegeben jtnb unb eS foll ein^ßunltX gefnnben toerben, 
ber bte ©genfd^aft l^at, bag, toenn t)on il^nt nad^ jenen 
5ßttnften gerabe ßinien gejogen toerben, bie 833inlel AXB unb 
CXD einanber gtctd^ jtnb, fo ift bcr Drt für ben ^ßnnft X 
eine fonftmirbare firei^Iinie. @§ ergibt fld^ ncmlid^ fotgenbe 
Äonftruftion (analog ber inSnfa^3 enttpidelten) : UeberAC 
nnb BD befd^reibe ©alblreife , bie fid^ in E fd^neiben , jie^e 
BE nnb CE, l^albire BEC bnrd^ EP; anf EP errid^te einen 
^atbirnng^^jer^jcnbilel, ber BC öerlängert in G fd^neibe, nnb 
befd^reibe öon G atö aRittelpnnIt mit GP atö ^albmeffer 
einen ftrei^, fo ift biefer ber gefnd^te Drt. S)enn jiel^t man 
EA, ED, fo ift AEC = BED ^ 90^ nnb BEP = CEP 
(nad^ ber ftonftmftion) , alfo and^ AEC — CEP = 
BED — BEP, b. ]^. AEP = DEP . EP ijl bal^er bie 
^albimngSlinie fotoo^I für ben. SBinfel BEC alS aud^ 
für ben SBinlel AED; lonftuirt man bal^er nad^ gn^ 
fa^ 3, fo ift ber lonftmirte Rreig foiool^I ber gefnd^te Drt 
in »ejiel^nng anf A EAD, atö aud^ anf A EBC. Stimmt 
man folglid^ anf bemfelben einen beliebigen 5pnnlt X nnb 
jiel^t XA, XB, XC, XD, fo ift AXP = DXP unb BXP = 
CXP, alfo AXP — BXP = DXP — CXP, b. \). AXB 
= CXD. 

3ttfa^ 8. ßiegen bie Dier gJnnfte A, B, C, D nic^t in 
geraber Sinie, fo erl^ält man im SlKgemeinen eine l^ö^ere 
Immme fiinie atö Drt für bie gefnd^ten 5ßnnlte mit ber Der^ 
langten (Sigenfd^aft. 
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Der flcomettifd^c Ort für aUc ?ßunftc, wcld^c bic ©igen* 
fc^aft ^aben, bag bie t)on i^nen naä) gioei gegebenen geraben 
Sinien L unb L' unter gegebenen SBinfeln a unb ß gegogenen 
geraben ßinien jid^ wie m : n ücrl^alten, ift eine fonftruirbarc 
gerabc ßinic. 



ßonftruftion. 1) L unb L' 




JC AT 



fd^neiben ctnanber in A; 
an L lege in einem 
beliebigen ?ßunfte B 
unb unter einem S33itt' 
lel = a eine Sinic 
BC = m unb cbenfo 
lege an L' in einem 
beliebigen ?ßunfte D 
unb unter einem 
SBinfel = ß eine 



Sinie DE = n an, burd^ C unb E jie^e parallelen mit L unb 
L', bi« fie fid^ in F fd^ncibcn; iu^c cnblid^ AP, jo ift AP unb 
beffen SSerlängerung ber gefud^te Ort 

2) L unb L' feien einanbcr parallel; an L lege in einem 

beliebigen ?ßunlte A 
unter bem SBinfel a 
eine gerabe ßinie AB 
= m an, cbenfo an 
L' in einem belicbi» 
gen ?ßunlte C unter 
bem ©infcl ß eine 
gerabe ßinie CD = 
n; t)on B unb D 
fätte auf L unb L' 
bie ^erpenbilel BE, DP, t)erlängere BE. fo nad^ G, baß BQ 
= DP wirb, von E giel^e eine beliebige gerabe ßinie EH nad^ 
L, jie^e GH unb burd^ B eine gerabe ßinie BK || GH, bi« 
'fte EH in K trifft; enblid^ jiel^e burd^ K eine ^ßarattele MN 
mit L unb L', fo ift MN ber gefugte Ort. 
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JBcTOcijJ. 3fm crjlctt gattc nimm auf AF einen beltebi* 
gen ^unft G unb jic^e GH || CB m^ L unb GK || ED 
md) L', fo ift GHA = CBA = a unb GKA = EDA = 
ß; ferner jicl^e burd^ P bie ßinie FM || BC unb FN || ED 
mä) L unb L\ fo ftnb FCBM unb FEDN ^aroaefegramme 
unb ba^er FM = CB == m unb FN = ED = n; nun ift 
GH : FM -= AG : AF = GK : FNj alfo ift aud^ GH: GK 
= FM : FN = m : n. 

3fm jwcitcn gaße nimm auf MN einen beliebigen ?ßunft 
unb jic^c oon nad^ L unb L' bie Sinien OP || AB unb 
OQ II DC, fo ift OPR = BAE -= a, OQS = DCH = ß; 
ferner fäße üon auf L ben ?ßctpenbilel OT unb verlängere 
il^n, bij^ er L' in ü fd^neibet, fo ftel^t auc^ OU auf L' fent 
rec^t; ba^er ift A OFT cv A BEA unb AOUQ cv ADFC; 
alfo TO : BE = OP : BA unb OU : DF = OQ :Da 5«un 
ift OT : OU = KE : KH = BE : BG = BE : DF; alfo 
OT : BE = OU : DF; alfo ift auc^ OP : BA = OQ : DC 
unb ba^er OP : OQ = BA : DC = m : n. 

3ufafe 1. 3n beibcit gäffcn erhält man nod^ einen 
jtoetten Drt, toenn man m ober n ouf bie entgcgengefefete 
©cite öon L ober L' legt. 

8ufa^ 2. SBcnn a nni ß == 90» finb, fo erl^äft man 
bcn Drt für alle 5ßunlte, bereu öntfcrmmgcn öon L rnib L' 
ein gegebene^ SScrl^ältniS =■- m : n l^aben. 3ft m = n , fo 
crfd^eint bcr Drt 7 aK ein fpcjießer gaß be» allgemeinen 
Drteg 10. 

3ttfa| 3. X^cltt man eine jtoifd^en benSd^enfctn eineU 
gegebenen SBinfcfö ABC gegebene 
gerabe Sinic DE in F nad^ einem 
gegebenen SSerl^&ltniffe m : n unb 
jicl^t BP, fo ift BP ttttb beffen 
SSerlängerung ber gcometrifd^e 
Drt für aHe ^ßunlte, in toeld^en 
bie jtoifd^cn ben ©d^enfetn bc^ g. 
SaSittfefö ABC Itegenben 5paraHdett 
mit DE im aSerl^aitniffe öottm:n 
getl^citt toerben. 




9{ a g e t f geom. Vnall^fi«. 2. «bifl. 



14 

Digitized by VjOOQIC 



210 



Sttfal 4. (Einen ai^nlid^en Ort erlitt man, toenn man 
DE fo Äer D ober £ ^inaud nad^ F ober P' t^erlängert, 
bog PE : PD = m : n ober P'D : P'E = m : n tft, 
nnb BP ober BP' jtel^t. 

Sttfal 5. (Sbenfo erl^SIt man ai^nlid^e Derter in S3e^ 
iiel^ung auf gtoei gerabe Sinien, ^loeld^e nid^t tote AB unb 
BC einen SKnfet bitten, fonbem einanber paxoXitl finb. 



U« Ott 

Der flcomctrifd^e Ort fflr bie a:^eilun9«punfte aller t)on 
einem gegebenen fünfte P naä) einer gegebenen gcrabcn ßinie 
L ge}ogenen geraben Sinien, n)el(^e nad^ einem gegebenen iBer^ 
l^aitniffe m ; n getl^eilt ftnb, ift eine fonftmirbare ?ßarattele 
mit L. 

Aonftrnition. SSon P jiel^e 
eine beliebige gerabe fiiniePA nad^ 
L, tl^eilePA in B fO; ba^PB : BA 
= m : n ift, unb jiel^e burd^ B 
eine parallele mit L, fo ift biefe 
ber gefud^te Ort 

Semei«* SJon P jiel^e eine beliebige gerabe ßinie PC 
nad^ L; meldte bie burd^ B gel^enbe ^araOele in D fd^neibe, 
fo ifl PD : DC = PB : BA = m : n. 

Sttfafe. Äel^nlid^e Derter erl^ält man, loenn man PA 
über A ober P l^inand fo nad^ B' Verlängern foD, bag fid^ 
PB' : PA = m : n öer^atte. 

©er geomctrifd^e Ort für bie Sl^eilungSpunfte aller t)on 
einem gegebenen fünfte P nad^ einem gegebenen »reife K 
gejogenen gcrabcn Sinicn, meldte nad^ einem gegebenen »er** 
l^öltniffe m ; n. getl^eilt fmb, ift eine lonjiruirbare ftrei«* 
Knie K'. 
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ffiottftruftion. ®8 fei M bcr SWittcIpunft bei? SteU 
\t» K, jiel^e PM unb tl^eile t§ in M' 
\o, baft PM' : M'M = m : n ift; 
femer jiel^c t)on P an einen beliebi«» 
gen ?ßunft A be« «reife« K bie gc* 
rabe Sinie PA unb burd^ M' eine 
Sinie M'B | j MA, big fte PA in B trifft ; 
enblid^ befd^rcibe t)on M' ate SWittet 
punit mit M'B ate ^albnteffer einen 
ftreii? K', fo ift biefer ber gefnc^te, 

Seroei«, SSon P jiel^e an ben 
ftrei« K eine beliebige ©clante, meldte 
K in C nnb D fd^neibe; gie^e MC, 
MD unb burd^ M' ^ßaralffelen mit 

MC unb MD, weld^e PC in E unb „^ ^ , 

P fc^neiben; ba M'EIIMC ift, fo ift ^ 

PE : EC = PM' : M'M = m : n; ferner ift MC : M'E = 
PM : PM' = MA : M'B; aber MC = MA; alfo ift aud^ 
M'E = M'B, b. f). E liegt auf ber ^ertp^erie von K\ «uf 
gleid^e «rt wirb bewiefen, baß PD in F fo grtl^eilt ift, ba§ 
PF : FD = m : n ift unb ba§ F auf bem Äreife K' liegt. 




3ufa^ 1. Stel^nlid^c Derter erl^äft man, toenn PM über 
P ober M ]^inau§ fo nad^ M" öerlängcrt »erben foH, baß 
PM" : PM = m : n toirb. 

gttfa^ 2. eine Don P an ben ftreiö K gejogene Zan^ 
gente ift iuglcid^ Slangcnte an K'. 

8u fafe 3. Siegt P auf ber 5ßerit)l^erie öon K, fo finb 
alle Don P an einen 5puttlt Don K gcjogencn geraben ßinien 
©Sorben an K; ber obige Drt lann alfo für bicfen bcfon^ 
bem gatt fo auSgebrüdt tocrbcn: bcr geometrifd^e Drt für 
bie 2:^etlttngSt)Uttftc aller Don einem gegebeneu 5punlte P 
auf ber $ßeri<)l^erie eineS ÄreifeS K in biefem «reife ge^ 
jogencn (E^orben, »eld^e nad^ einem gegebenen SSerl^ältniffe 
m : n get|eitt finb, ift eine nad^ bem Dbtgen fonftmirbarc 
föreiglinic K'. 

14* 
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13. iOtt. 



®cr flcomcttifd^e Ott für alle ?ßunftc, roeld^c bic ffitgcn* 
fd^aft l^aben, ba| bic üon i^ncn nad^ einem gegebenen fünfte 
P gejoflene gcrabe ßinie ju bcr nad^ einem gegebenen Äreife 
K gejogenen Tangente ein gegebene« SSerl^ältniß = m : n §abe, 
ift eine lonftruirbare Äreiglinie. 

«ottftruftion- SBon P jiel^e an K bie Tangente PA 




unb tl^eile fie in B fo, ba§ BP : BA = m : n ift, Qn m 
unb n fud^e bie britte proportionale p, fo baß m : n : p ift^ 
jie^e PM unb t)erlängere t§ fo nac^ M', baß PM' : MM' = 
m : p ift; jiel^e M'B unb befd^reibe oon M' ate SWittelpunlt 
mit M'B al« J^albmeffer einen Ärei« K\ fo ift biefer ber ge* 
fud^te Ort* 

JBeweiiJ. Auf K' nimm einen beliebigen ?ßunlt C; giel^e 
CP unb t)on C an K bie 3:angente CD ; ferner giel^e MD; MA; 
MB, MC, M'C unb f&Oe t)on C unb B auf PM' bie ^ßcrpen* 
bilet CE, BR 5«utt ift 

in A PCM' CP« = CM'« + PM'« — 2PM' . EM', 
in A PBM' BP« = BM'« + PM'« — 2PM' • FM', 
in A MCM' CM« = CM'« + MM'« — 2MM' , EM', 
in A MBM'BM« = BM'« + MM'« — 2MM\ FM'; 
foIgIi(^ ift CP« — BP« = 2PM' (PM' — EMO = 2PM' . EP 
unb ebenf CM« — BM« = 2MM' (PM' — EM') = 2MM' , EP ; 
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ba^er iji CP« — BP« : CM« — BM« = 2PM' . EF : 2MM' . EP 
==PM' : MM'; aber CM«— BM«=(CD«+MD«) — (BA2f MA«) 
= CD« — BA« (weil MD = MA ift) unb PM' : MM' = 
m : p, ober weil m : n : p, alfo m ; p = m« : n« ift, aud^ 
PM' : MM' =m« : n«; e« oerwanbelt fid^ bälget bic erl^alteuc 
^Proportion in folgenbe: CP« — BP« : CD« — BA« = 
m« : n«; nun ift aber BP : BA = m : n, alfo BP« : BA« 
= m« : n«; alfo ift CP^ — BP^ :CD2 — BA« = BP« :BA« 
unb ba^er CP^ — BP^ + BP* : CD« — BA* -f BA« = 
BP2 : BA«, b^ f). CP« : CD« = BP« : BA«; ba^er ift 
CP : CD = BP : BA = m : n. 

8ufa^. ©^ bleibt bem ©d^üler übcrlaffen, burd^ eine 
na^ ber Stnalogte gebilbete ^(nal^fig ju unterfud^en, mag 
gef^el^en muß, loenn m < n ift ober tt)enn P innerl^alb 
K liegt. 



14. Ott 

®er geometrifd^e Ort für alle fünfte, wcld^e bie (Jigen* 
fd^aft l^aben, bag bie oon i^nen nad^ jmei gegebenen ftreifen 
K unb K' gejogenen S^angenten ein gegebene« S5er]^ältni| = 
m : n l^aben, ift eine fonftruirbare ÄreiiJlinie, 

Äonftrultion, «n bie beiben ftreifc K unb K' jiel^e 
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bie gemeinfd^aftfi^e SCangente AB, t^etle biefelbe in G '{o, bag 
CA : CB = m : n iftj'jiel^e bie Centrale MM'; ftt(]^e roieber 
3tt m unb n bie britte ^ropottionale p, fo ba| m : n: p ift, 
unb oetlängete MM' fo nac^ M", ba& MM" : M'M" = m : p 
ijt; jiel^e enbUd^ M"C unb 6ef treibe oon M" ate SWittelpunft 
mit M"C ate ^albmeffet einen Ätei« K", fo ift biefer ber ge» 
ftt^te Ort 

SBeweiiB. 9uf E" nimm einen beliebigen ^untt D unb 
jiel^e oon il)m an E unb E' bie S^angenten DE, DF; femer 
jie^e DM, DM', DM", CM, CM', EM, AM, EM', BM' unb 
fälle uon D unb C auf MM' bie ^erpenbilel DG, CH, fo ift 
wieber wie im vorigen ®a|e 
DM» = DM"* 4- MM"« — 2MM" . GM", 
CM» = CM"* + MM"* — 2MM" . HM", 
DM'* = DM"* + M'M"» — 2M'M" . GM", 
CM'» =-- CM"» + M'M"» — 2M'M". HM"; olfo 
DM* — CM* = 2MM" (HM" — GM'O = 2MM" . GH unb 
DM'« — CM'* = 2M'M" (HM" — GM") = 2M'M" . GH; 
ba^er DM» — CM* : DM'* — CM'* = 2MM" . GH : 2M'M" . GH 
= MM" : M'M". 5Run ift DM* — CM* = 
(DM* — EM*) — (CM* — AM») = DE* — CA» unb ebenfo 
DM" — CM'* = DF« — CB*; femer ift MM" : M'M" = 
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m : p ^ m' : 
tft; bic obige 
DE2 — CAV: 



nS 



weil m : n : 
^Proportion gcl^t 
DP» — CB^ = 



p, alfo m» 
alfo über 



m» 



CA : CB = m : n, 
ift DE^ — CA» : 
DE2 — CA« + CA» 
b, ^. DE» : DP» = CA» 
CA : CB = m : u. 



alfo CA» 
DP» — 



: CB» = m» 
CB» = CA» 



; n^ = m : p 
in folgenbe: 
nun ift aber 
: n»; folglid^ 
: CB», alfo 



DP» — CB» + CB« = CA» : CB», 
CB»; alfo ift aud^ DE : DP = 



15. iOct 

Der geontetrifd^e Ort für alte fünfte, weld^e bie ©igen* 
fd^aft l^aben, baß bie t)on i^nen an gwei gegebene ftreife K 
unb K' gejogenen 2:angentenpaare gleid^e ©in! el bilben, ift eine 
fonftruirbare ftreiÄlinie^ 



ffi« fei X ein .folc^er^^nnft, ber bie ©igen* 



SSewei«, 
fd^aft l^abe, 
baß , wenn 
man oon il^m 
an K bie a:an* 
genten XA; 
XB unb an K' 
bie 2:angenten 
XC,XD gicl^e, 
AXB= CXD 
fei; fo ift; 

wenn^an bie SWittelpunfte M unb M' ber beiben Äreife bie ge* 
raben Sinien XM, XM' gejogen werben, weld^e bie SBinlel AXB, 
CXD l^albiren, aud^ MXB = M'XC unb bal^er, wenn MB, 
M'C gegogen werben, weil aud^ XBM = XCM = 90* ift, 
A XBM cv) A XCM% alfo XM : XM' = MB : M'C = 
r : r', wenn bie |)albnteffer oon K unb K' mit r unb r' be* 
geid^nct werben; alfo ift i>a^ Serl^ältniß ber ffintfernungen bei8 
^ßunfteS X von M unb M' gegeben; foIgIid§ ift ber Ort für X 
eine nad^ Ort 9 fonftruirbare ^ei«Unie, 
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16. iOtt 



5Dcr fleontctrifd^c Ott für alle fünfte, wcld^c bic «tgcti* 
fd^aft i)aitn, baft bic üon i^ncn m^ bcn (gnbpunftcn gtocicr 
bcr ©rögc unb Sage nad^ gegebenen geraben Sinicn a unb b 
gcjogenen geraben ßinien auf a unb b glcid^e ©reieöe bilbcn, 
ift eine lonftruitbare gerabe ßinie. 

»ewei«. e« fei X ein fold^er ^unft, bcr bic (gigen* 
j(|aft l^abe, ba§ wenn man t)on i^m an bic (Snbpunfte A unb 

/ B t)on a unb an 

/ bic (Snbpunfte C 

unb D t)on b bic 
-^ geraben ßinien XA, 

XB, XC.XD gicH 
AXAB = AXCD 
werbe; ronX fälle 
auf AB, CD ober 
t 3) i^eren aSerlängcrun* 




CF 



gen bic 5pctpcnbifcl XE, XF, fo ift A XAB = V2AB . XE 
unb A XCD = 1/, CD . XF; alfo ift Va AB . XE = 
V2 CD . XP, folgtid^ aud^ AB . XE = CD . XF unb ba^cr 
XE ; XF = CD : AB; alfo ift ba« SJer^ältnig ber oon X 
auf AB unb CD ober bereu SSerlängerungcn gefällten ^ßcrpcn^ 
bilcl gegeben; folglid^ ift bcr Ort für X eine nad^ Ort 10 
lonftruirbare, burd^ ben ®urd^fd^nitt«punft G ber ßinien AB 
unb CD gc^enbc (ober wenn AB !| CD ift, ntit bciben paraöclc) 
gerabe Sinic. 



©enn bic ©pifee eine« ber ©röße nad^ gegebenen SBin* 
feto a ber Sage nad^, fowie ba« SScr^ältnig ber bciben ©d^cnfcl 
= m : n^ gegeben ift, unb wenn bcr Subpunft be« einen 
©döcnlctö auf einer gegebenen geraben ßinic L liegen foU, fo 
ift ber geometrifd^c Ort für ben @nbpunft bc^ anbern ©d^en«: 
lefe eine fonftruirbarc gerabe Sinic L'. 
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ftottftruftion. ffi« fei A bic gegebene @pi|c U» 
ffiittfcte a, fo fäHc 
Don A auf L ben 
^ecpcnbüel AB; an 
AB lege in A einen 
ffiinlcl BAC = a, 
unb mad^e AG fo 
groß, ba| AB : AC 
= m : n ift; enblid^ 
erriete auf AO in C einen ^ßerpenbilcl L\ fo ift biefer ber 
gcfud^ite Ort. 

Sem eis. SSon A gicl^e nad§ L eine beliebige gerabe 
ßinie AD, lege an AD in A einen SOBinlel DAE = a, beffen 
jnjeiter ©d^enfel L' in E treffe. ®a DAE = a = BAC ift, 
fo ift DAE — DAC = BAC - DAC, b, \). CAE = BAD; 
nun ift aud^ ACE = ABD = 90«; ba^er ift A ACE cv 
A ABD unb ba^er AD : AE = AB : AC = m : n. 

18. Ort 

äßenn bie @pi|e eine« ber ©röße nad^ gegebenen ©in-i 
fefe a ber Sage na^, fo wie ba« SSer^ältniß ber beiben ©d^en» 
fei = m : n gegeben tft unb wenn ber (Snbpunit be« einen 
®d§enlete auf einer gegebenen Äreiölinie K liegen fott, fo ift 
ber geometrifd^e Ort für ben ffinbpunft be« anbem @d§en!ete 
eine tonftruirbare Ärei^Iinie K'. 

ftonftruftion. @« 
fei A bie gegebene 
©pifee be« ©infel« a, 
fo aiel^e t)on A nad^ 
beut aßittelpunlte M 
be« gegebenen ßreife^K 
eine gerabe Sinie AM, 
lege an AM in A einen 
SBinfel MAM' = «, 
unb ntadge ben ©d^en^ 
fei AM' fo gro|, ba| 
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AM : AM' = m : n 
ift;burd^bctt^ttttftB, 
in tt)el(^em AM ben 
ftrcii^K fd^ncibc, jic^c 
eine ?ßaraHeIe mit 
MM', biÄ btefc AM' 
inC fd^neibe, nxü) be^ 
fd^reibe üon M' oü 
aRittelpiinft mit M'C 
old ^albmeffer einen 
ÄretÄ K', fo ift biefer 
bet gefuii^te geometrifd^e Ort* 

SÖtvotx». S3on A jiel^e nad^ K eine beliebige gerabe 
Sinie AD, giel^e MD; lege an CM' in M' einen SBinfel CM'E 
= BMD nnb jie^e AE, fo ift BM : CM' = AM : AM'; 
alfo and^ DM : EM' = AM : AM'; ba nun and^ AMD = 
AM'E ift, fo ift A AMD od A AM'E unb bolzet aud^ 
AD : AE = AM : AM' = m : n; e« ift aber auc^ DAM = 
EAM' unb ba^er DAM + MAE = EA'M + MAE, b. §. 
DAE = MAM' = a. 

8ufa| 1. ftonftmftion unb SBetoei» Mcibcn btefelben, 
wenn A innerl^alb ober auf ber 5peri<)]^erte öon K ge:= 
geben ift. 

8ufa| 2. ffiinen analogen Ort erl^filt man, toenna = o 
ober = 180« ift. (Sg ift bieg ber Drt 12, ber fomit atö 
befonberer gaß öon Drt 18 erfd^eint. 

19. iOrt 

SBenn bie ©pifte A einei^ ber ®rö|e nad^ gegebenen SBin* 
lete a ber ßage nad^, fo wie ba« füt^ttd a\x» ben ©d^enfeln 
be« ffiinlefe = a* ber ©röße nad^ gegeben ift unb wenn ber 
(Snbpunlt be« einen ©d^enfefe auf einer gegebenen gerabcn 
Sinie L liegen foB, fo ift ber Drt für ben ffinbpunft be« an* 
bem ©d^enfete eine fonftruirbare, burd^ bie ©pifee A be^SBin* 
lefe l^inburd^ge^enbe ftret^Iinie K, unb ebenfo umgelel^rt, wenn 
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ber (Snbipunit \>a einen @d^enf ete auf einer burd^ bie @pige A 
be« SBinlete l^inburd^gc^enben ÄrciÄlinic liegen fott, fo ift ber 
Ort für ben Snbpunit bcÄ anbem ©d^enfete eine fonftruirbare 
gerabe Sinie L, 

fionftruftion. 1) ®« fei L gegeben; f&ffe von 
L einen ^erpenbilel AB, 
an AB lege in A einen 
©inlel BAC = a unb 
ma^t AC fo gro§, ba§ 
AB . AC = a« wirb 
(b. 1^* ntad^e AC gleid^ 
ber britten ^proportional«' 
Knie gu AB unb a); enblid^ befd^reibe über AC ate ©urci^* 
meffer einen Ärei« K, fo ift biefer ber gefud^te Ort, 

2) (S& fei K gegeben unb bie ®pi|e A bei? SBinM« 
a liege auf K; oon A giel^e ben !Durd^nieffer AC; an AC 
lege einen SBinfel CAB = a unb ma^e AB fo gro§, ba| 
AC , AB = a^ (ober AC : a : AB) wirb; auf AB enblid^ 
errid^te in B einen ^ßerpenbifel L, fo ift L ber gefud^te Ort 

^txotx§. SSon A jie^e in K eine beliebige E^orbe AD, 
an AD lege in A einen SBinfel DAiß = a, beffen ©d^enfel L 
in E treffe, fo ift DAE = BAC, alfo DAE — EAC = 
BAC — EAC, b. f). DAC = EAB; gic^t man nun nod^ DC, 
fo ift aud^ ADC = ABE = 90*; ba^er ift AACDodAAEB; 
folglid^ ift AD : AB = AC : AE unb ba^er AD . AE = 
AB . AC = a^ 

8ufa| 1. SBenn L gegeben ift, fo gibt e§ jloei ftreifc 
Kf je tta(|bem a an AB auf bie eine ober anbere ©eite p 
legt toirb; auf äl^ntid^e Art gibt cg, wenn K gegeben ift, 
jtoci gerabe ßinien L. 

Sufa^ 2. ©anj analog erl^ätt man jtoci rejiprole 
Derter K aus L, ober L auS K, toenn a = o ober = 180^ 
ift, b. fj, toenn bie 5ßunfte A, B, C, ober A, E, D auf einer 
gerabcn ßinie unb B unb C, D unb E cnttoebcr auf ber 
ncmtid^ctt Seite ober auf cntgcgcngefe^ten ©eiten öonA auS 
liegen foHen. 
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©ctttt bie ©pifec A eine« bcr ©rögc nad^ gcflcbcncn ©in* 
Icto « bcr Sage naäf, fo wie boÄ «cd^tctf auÄ bcn ©d^cnfcln 
bc« ©Inld» = a* bcr ®rö|c naä) flcflcbcn ift unb wenn ber 
Cttbiwnlt be« einen ©(i^cnlete anf einer buri^ bic ©pifee A 
be« ffiinlete nid^t l^inburd^gc^enben ÄretÄlinie K liegen foD; fo 
ift ber Ort für ben «nbpnnlt be« anbem ©d^enfefe eine fon- 
fimirbare Äreirtinie K'* 

«onprultiott. »on A a^e ß» ^«» SRittelpunft M 

bed gegebe« 
nen Jheif ed 
K bie ge^ 
rabe ßinie 
AM; »eld^e 
K in B 
nnb oerlftn^' 
gert in C 
fd^neibe;an 
MAIege in 
A einen 

©infel 
MAD = a 

an nnb mad^eAD fo groft, bog AC^AD = a*(b»l^.AC:a:AD) 
ift; jiel^e BD nnb bnrc^ M eine parallele mit BD , n)eld^e bie 
SSerlängerung oon AD in M' fc^neibe; enblt(]^ bcfd^reibe oon M' 
att aRittelpnnlt mit MD afe J^albmeffer einen ÄreiS K', fo 
ift K' bcr gefud^te Ort, 

aS^emei«. 85on A jie^e bnrd^ K eine 'beliebige ©efante, 
meldte K in E unb F fd^neibe, an DM' lege in M' einen ©in* 
lel DM'G = BME; jiel^e AG nnb oerlängere t», h\& cÄ ben 
Ärei« K' nod^ einmal in H fd^neibet; enblid^ oerlängere and^ 
AM', btÄ e« K' nod^ einmal in L trifft, !Da BD || MM' ift; 
fo ift AM:BM = AM':DM', alfo and§ AM + BM:AM — BM 
= AM' + DM' : AM' — DM', b. f). AC : AB = AL ; AD 
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ttttb bälget AB . AL = AC ♦ AD = a«, gcrner votxl AME 
= AM'G tttib AM : AM' = BM : DM' = EM : GM' ift, 
fo ift A AME (x> A AM'G, dfo MAE = M'AG uttb ba^er 
MAE + MAG = M'AG + MAG, b- f). EAG = MAM' = 
a ; cnbKd^ ift wegen ber «e^nltii^Icit ber S)reic(f e AE : AG = 
AM : AM' = AB : AD, dfo AE • AF : AG . AP = 
AB . AC : AD . AC nnb AE , AH : AG . AH = 
AB • AL : AD . ALj e« ift aber AE . AP = AB , AC unb 
AG . AH = AD • AL; folglich ift an^ AG.AP = AD,AC 
= a* unb AE . AH = AB . AL = a«. 

Sufafe 1. ßonftruftiott nxti> Setoetg bleiben biefetten, 
wenn A innerl^att K liegt. (Sinen jtoeiten Drt erl^ätt man 
ferner, toenn man a auf ber entgeflengefelten Seite an AM 
anlegt. 

8nfa| 2. @anj analoge Derter erpit man aud^ l^ier, 
toie im Vorigen ©a^e, für a = o ober = ISO«. 



«1« Ott 

S)er geometrifd^e Ort fär aQe ^nfte, rod(l^t bie (£tgen< 
f d^aft l^aben, ba§ bie ©umme ber Quabrate i^rer ffintfernnngen 
Don awci gegebenen ^nnften P unb P' eine gegebene ©röße = 
a* l^abe, ift eine lonftmirbare Sreiölinic* 

tonftrnftion* 3ie^e PP' unb verlängere e« fo nad^ 
A, ba§ PA = Va a wirb, 
auf PA errid^te in A einen 
?PerpenbifeI AB ebenfalls 

= Va a ^tti> i^^¥ PB^ 

auf PP' errid^te im $at 

birungi^punlte C einen 

jweitcn ^ßerpenbifel unb 

befd^reibe tonP afeSÄittet 

punft mit PB afe ^albmeff er 

einen ^etebogen, ber biefen 

^erpenbifel in D fd^neibe. JBon C aU aÄittelpunft bcfd^reibe 

mit CD aU ^albmcffer einen flrei« K, fo ifl K ber ge^» 

fudfite Ort. 
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9Beioei<« Xuf E nitmn einen bdiebigen ^ßunft E, '^ie^e 

EP, EP'; ferner jiel^ EC 
nnb PD; ba PP' inC ^al* 
birt ifl, fo ifl na^ einem 
brannten @a|e Aber bie 
aBitteninien EP« + EP'« 
= 2EC« + 2PC« = 
2CD« + 2PC« (wca EC 
= CD ifl) = 2PD« = 
2PB« = 2AP« + 2AB« = 
2. Vi»* + 2, V4a* = a^ 

fiufa^ 1. (ßn anberer Ätt^brutf für obigen Ort Vjt 
folflcnber: ber geometrifd^e Ort ffir bie ©pi^n aDer Srci* 
tdt, n^eld^e eine ber Sage unb (ArA^t nad^ gegebene gerabe 
Sinie PP' jur (Brunblinie ^aben unb bei benen bie Summe 
ber Duabrate betber anbem Seiten = a* gegeben ift, ijl 
eine (nad^ bem Obigen) lonftruirbare ftreiSlinle K. S)reiedfä^ 
aufgaben, ))on totU^m eine Seite unb bie Ouabratfumme 
belber anbem Seiten gegeben flnb, rebujiren fid^ ba^er auf 
fofd^e, bei benen eine Seite unb bie baju gehörige SDiittel* 
Knie gegeben finb. 

8ufa^ 2. SP a = PF, fo toirb PF »urd^meffer 
öon K; ift a > PP\ fo ift aud^ ber S)urd^meffer öon K 

> PP'. 3ft a« < VtPP'^r fo ift bie Söfung unmöglid^. 

3ft a» = ^l^^^'^ b. ff. ift a glcid& ber Seite eine^ Oua:^ 
brat», beffen ^Diagonale PF ift, fo ift C ber einjige Jßunft, 
toeld^er ber SSebingung entfprid&t. 



««« iOtt. 

©er geometrifd^e Ort ffir alle ^ßunlte, meldte bie (St gen* 
fd^aft ^abctt, ba§ bie Summe ber Quabrate i^rcr ffintfcrnun* 
gen t)on t)ier gegebenen ^unltcu P, P', P", P'" eine gegebene 
®röge = a« ^abe, ift eine lonftruirbare ftreii^Iinie. 

SBeroei«. ffi« fei X ein fold^er ^ßunft, fo ba§ 
XP« + XF« + XP"« + XP'"« = a« fei; jiel^c 
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PP', P'T"', ^albirc 

bcibc in A irnb B unb 

3ic^cXA,XB,foiftttad^ 

einem bcfanntcn ©afec 

über bic aßttteninictt 

XP« + XP'2 = 2XA* + 2AP2 unb XP"« + XP'"« = 

2XB« + 2BP"« ; alfo ift attc^ 2XA« + 2AP« + 2XB« + 2BF'« = 

a*; folglich ift XA* + XB« = Va a» - (AP« + BF'«); 

alfo ift bie ©ummc bcr Ottabrate bcr ffitttfcrnungctt bc« 

$ttn!teiS X ton A nnb B gegeben; ba nun A unb B gegeben 

fittb^ fo ift ber Ort für X eine na^ Ort 21 lonftruirbare 

Äreiölinie* 

Sttfafe. ©benfo Wfet ftd^ jeigen, bai für 8, 16, 32 
tt. f. 10. fiberl^aupt für 2» fünfte auf gleid&e SBeife etn 
Drt gefunben toerben !ann. 

35er geometrifd^e Ort für alle fünfte, weld|e bie ©igen* 
fd^aft l^aben^ bag bie ©ummc ber Ouabrate ber t)on il^nen an 
einen gegebenen ^unft P gejogcnen geraben Sinie unb ber an 
einen gegebenen ftrei«, beffen SKittelpunft M unb beffen $alb* 
meffer r gegeben ift, gejogenen Sangente eine gegebene @rö§e 
= a* l^abe, ift eine fonftruirbare Äreii^Iinie* 

SB e weis, ffi« fei bie ton einem fold^en ^unlte X mä) 
P gejogene gerabe Sinie == 1, bie nad^ bem greife K gezogene 
Sangente = t, bie nad^ bem SOHttetpunfte M ton K aber ge^ 
jögene gerabe Sinie = m, fo ift 1« + t« = a«; aber m« = 
t« + r«; alfo ift l« + m« = a« + r«; folglid^ ift bieSumme 
ber Ouabrate ber Entfernungen bed ^unfteiS X ton ben beiben 
?ßünlten P unb M gegeben; bal^cr ift ber Ort für X eine nad^ 
Ort 21 fonftruirbare ftrei^Iinie* 

©er geometrifd^e Ort für alle fünfte, weld^e bie (Kgen* 
fd^aft l^aben, bag bie ©ummt ber Ouabrate ber beiben ton 
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i^ttctt an iwtx gcgcbcttc ftteifc K unb K', beten aßtttelpunfte 
M unb M' unb ^albmeffer r unb t' fmb, geaoflenen JEan* 
genten. eine gegebene ®tö|e = a* l^abe, l^ eine fonfteuirbare 
Äreii^Unie» 

JBewei«. @« fei X ein fold^cr ^nnft unb bie beiben 
Don i^m mäi K unb K' gcgogcnen Tangenten feien = t unb 
t', bie beiben an bie 2»ittelpunfte M unb M' gejogenen geraben 
ginien = m unb m', fo ift t« + t'« = a«; aber m^ = 
t* + r» unb m'« = t'* + r*«; alfo ijl m^ + m'« = 
a* + r» + r'*j folglid^ ift bie ©unime ber Duabtate bcr 
Entfernungen be« fünfte« X t)on ben beiben ^ßunften M unb 
M' gegeben; ba^er ift ber Ort für X eine nad^ Ort 21 fon* 
ftruirbare Ärei^Unie, 

Sufafe. Stel^nüd^e Dcrter toie JRr. 23 unb 24 ergeben 
fi(l& aug 9lr. 22, toenn ftatt F, F\ F", F^ »reife K', 
K", K*'% K»^ gefegt m\b Tangenten verlangt inerbcn. 

(Sin ftreiiJ K ^ei§t von einem ftreife K' red^twinllig 
gef^nitteu; n)enn bie im ©d^neibungdpunfte an beibe 
Ärcife gejogenen iCangenten (meldie ben SBinfel meffen^ unter 
bem fid^ beibe ftretfe fd^neiben,) auf cinanber fenfred^t ftel^en. 
ffi« ift bie| ber gatt, wenn bie beiben an ben ©nr^fd^nitt«^ 
punit gejogenen |)albmeffer auf einanber f enfred^t fte^en* (Ebenfo 
]^ei§t ein Äreij? K t)on einem Ärci« K' im ©urd^meffer 
gefd^nitten ober ^albirt^ xomn bie gemeinfd^aftlid^e S^orbe 
beiber Äreife S)ur^meffer t)on K ift, 

«5% iOtt. 

Der geometrifdfte Ort für bie aÄittelpunfte aller Ärei^» 
linien^ meldte von einem gegebenen Äreife K red^tminflig unb 
t)on einem jmeitcn gegebenen Äreife K' im S)urd|meffer ge* 
fd^nitten werben, ift eine fonftruirbare ftrcidlinie, 

JBemci«. ffi« lagt fid^, wie in beiben vorigen Oertem, 
nad^meifen, ba|, wenn bie SÄittelpunfte unb i^albmeffer dou 
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K itnb K' toicber Bejic^ttugaweifc mit M unb M' unb mit r 
uttb r' Bcjeid^nct mcrbcn^ bic ©ummc ber Quabratc bcr (SuU 
fcmungcn eine« fold^en fünfte« ton M unb M' = r^ + r'^ 
ölfo gegeben ift; ballet ijl ber Ort für benfelBen eine na(ä^ 
Ort 21 fonftruirbare Ärei^Iinie, 

©er geometrifci^e Ort für bie aWittelpunfte atter ÄrciiJ* 
littien^ meldte burd^ einen gegebenen ^unlt P ^inburd^ ge^en 
unb Don einem gegebenen ftreife K im Durd^mcffer gefd^nitten 
werben, ift eine fonftruirbare ÄrciÄltnte* 

Sem ei d. (£« IS^t fid^ mieber, mie in ben legten ®A^en, 
ttad^meifen, ba§ bie Ouabratfumme ber Entfernungen eine« 
foI(!^en SDHttelpuntte« ton P unb t)on bem 9ßittelpunlte M be« 
Ärcife« K = r*, b, 1^* gleid^ bem Ouabrate be« ^albmeffer« 
tjon K ift; bal&er iji ber Ort für benfelben eine mÜ^ Ort 21 
fonftruirbare ftreidlinie, 

Der gcometrifd^e Ort für bie Sßittelpunfte aller Ärei«* 
ttnien, meldte eine gegebene Ärei^Iinie K l^albircn unb ton 
einer jmciten gegebenen ftreidlinie K' ^albirt werben , ift eine 
fonftruirbare Äreiölihie* 

SBemei«. ?tu(^ l^ier ift bie Ouabratfumme ber ffintfer«* 
nungctt eine« fold^en fünfte« ton ben 3ßittelpunftcn M unb 
M' bciber ftreife = r" — r*, b* 1^« gleidi ber ©ifferenj ber 
Ouabrate ber ^albmeffer beiber ftreife; folglid^ ift ber Ort 
für ben $unft eine mi^ Ort 21 fonftruirbare ftreialinie. 

©er gcometrifd^e Ort für ade fünfte, meldte bie ©igen^' 
fd^aft l^aben, baß bie ©umme be« mfad^en Ouabrat« il^rer 
Entfernung ton einem gegebenen ?ßunfte P unb be« nfad^en 
Ouabrat« il^rer (Sntfemung ton einem gegebenen fünfte P' 
eine gegebene ®rö§e = a« f^obt, ift eine fonftruirbare 
ftreiöHnie. 

jRafltl» geom. 9nattß». 2 «ufl. 15 
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Sonfttttftion. 3ic^ PP' unb tl^eile e« in A fo, ba| 

AP : AP' = n : m 
in; flBet PP' als 
S)ttt^tneffer bef^mbe 
einen j>alb(ceis unb 
ewi(|te ottf PF in A 
einen ^eqxnbiCel, xoü» 
a^ ben ^olbfcebs in 
B treffe; a^e BP, 

fnd^e jn a ttnb — a 

bie mittlece ^ßropor« 
tionole «nb befij^be 
mit i^ als ^olbmeffet 
von P' als iDHttel^uttlt einen ftteisbogen, weld^er BP ober 
beffen leecUnserung in C treffe; oon C f&Oe anf PP' ober 
beffen Serl&ngerung einen ^eqienbifel CD unb bef^eibe oon 
A oü Sßittelpnnlt mit AD <äs ^albmeffet einen ftreis E, fo 
ifl K ber^geftt^te Ort 

Sewei«. Xuf E nimm einen beliebigen ^ntt E unb 
jic^ EP nnb EP'; femer «ie^ P'C nnb EA nnb fälle twn E 
auf PP' ben ^erpenbifel EP. ©a AP : AB = AB : AP' 
ifi, fo ifl AP* : AB* = AP ; AP' = n : m; aber eS ifl 
A PCD oo A PBA nnb bo^ PD : CD = AP : AB; olfo 
ifi au<^ PD« : CD« = AP« : AB« = n : m, ober e» ijlCD* = 




— PD*; nun ijt P'C« = — a«; olfo ijt 



1_ 
n 



8» = 



P'D« + CD* 



p/D*+ " PD«; nnb ba^ 



a« = n P'D* + m PD* 

= n (AD + APO« + m (AD — AP)* 

= n AD* + 2n AD . AP' + n AP'* + m AD« — 

2m AD . AP + m AP*. 
= nAD«+nAP«+m AD«+ mAP* (»ett AP : AP' 
= n : m, alfo m AP = n AP' nnb ba^ m^ 
2m AD . AP = 2n AD . AP' ift) 
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= (m + n) AD* + n AP'* + m AP«. 
5«titt Ift EP* = AE« + AP« — 2AP • AF unb 
EP'* = AE* + AP'* + 2AP' • AP; alfo 
m EP* == m AE* + m AP* — 2 m AP • AP ttttb 
n EP'* = n AE* + n AP'* + 2 n AP' • AP, olfo 
m EP* + n EP'* = (m+n) AE* + mAP» + nAP'* (weil 
wlcber m AP = n AP', alfo 2 m AP . AP 
= 2 n AP' • AP Ift); folfllid^ ba AD = AE x% 
fo Ip m EP* + n EP'* = a*. 

gttfafe 1. SBctttt m = 1 unb n = 1 unb attflemcin, 
tocnn m = n loirb, fo ^t^t ber Ort in beii 21tcn Ort Aber, 
für n^eld^en fid^ alfo aud bem Obigen nod^ eine loeitere ber 
l^ier gegebenen analoge ffonfhntition ergibt. 

gnfa^ 2. Sin anberer SluSbrud bed obigen Drted ift: 
u>enn t)tm einem Sreietfe eine Seite nnb bie Summe be9 
mfad^en OuabratS ber jtoeiten nnb bei^ nfad^en OuabratS 
ber britten Seite gegeben finb, fo ifk ber geometrifd^e Ort 
ffir bie ber gegebenen Seite gegenfiberliegenbe SBinlelffH^e 
eine lonftrnirbare ftrei^ttnie. 



«0. iOtt 

!Z)er geometrifd^e Ort für aSe ^nfte, n^eld^e bie (Eigen* 
fd^aft l^aben, bag bie ©ifferenj ber Ouabrate i^rer (Sutfernntt* 
gen t)on an^ei gegebenen ^nften P nnbP' eine gegebene ®r0ge 
= a* l^abe, ift eine fonftmirbare gerabe Sinie. 

ftonftruftion. S^^ PP'' 
auf PP' errid^te in P' einen 
^etpenbifd P'A = a, jie^e PA 
unb errid^te auf PA im ^oXbu 
mng«pttnfte B einen ^ßerpenbifel, 
bi» er PP' ober beffen »erWm 
gemng in C trifft; enblid^ er* 
rid^te auf PP' in C einen ^er* 
penbifel CD, fo ift biefer ber ge* 
fud^te Ort« 



16» 

Digitized by VjOOQIC 




S28 




fBtxotx». Son einem 
bdtebigen fünfte E auf CD 
jic^c EP^ EP', ferner ixi^c 
AC, fo iftEP« = EC«+PC», 
EF« = EC» + P'C»; ba^er ift 
EP« _ EF« = (EC»+CP2) 
— (EC* + CP'«) = CPa — CP'2 
= CA* — CP'« (weil CA = 
CP ip) = AP'* = a*. 



Sttfafe 1. SP » = ^^\ ^ f«ttt C mit F sufatomen, 
ift a < PF, fo liegt C auf PF, ift cnMid& a > PF, fo 
liegt C auf ber »erl&ngerung txm PP'. Sfl a = o, fo ift 
EP» — EF« = 0, alfoEP* = EF*, folglid^ ift EP = EP'. 
S)er Drt 29 ge^t alfo über in bcn Ort 6. 

gnfa^ 2. ®n anberer üaSbxvid beS obigen Orted ift: 
»enn öon einem »reietfe eine Seite nnb bie SJiffercnj ber 
Dttabrate beiber anbem Seiten gegeben finb, fo ift ber geo^ 
metrifd^c Drt für bie ber gegebenen Seite gcgenfiberliegenbe 
SBtnlelfpi^e eine lonftmirbare gerabe ßinie. 



30. iOtt 

®er geometrifd^e Ort für alle ^ßunfte, meldie bie «igen* 
fd^aft l^aben, baß bie ©nmme ber Onabrate i^rer (Sntferttun* 
gen t)on amei gegebenen ?ßnnften P nnb P' glcid^ ifl ber 
®nmme ber Onabrate i^rer (Sntfemnngen t)on amei anbern 
gegebenen fünften P" nnb P'", ift eine fonflmirbare gerabe 
Sinie* 

®emeii^« ®i» fei X ein fold^er ^nntt mit ber «igen« 
fc^aft, ba§ XP« + XP'* = XP"* + XP'"* fei; jie^e PP', 
F'F" nnb e« fei P"P"' > PP'; ^albire PF in A nnb 
FT'" in B, fo ift and^ F'B > PA; nnn ift XP* + XP'* 
= 2 XA« + 2 PAS nnbXP"* + XP'"* = 2XB«+2F'B«; 
ba^er ift and^ 2XA* + 2PA* = 2XB« + P"B«; fotglid^ 
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XA* — XB« = 
P"B" — PA«; ba^er 
ift bic ©iffcrcnj bcr 
Qnabratc bcr (Sntfcr* 
nnnaen bc« ?pun!tcö X 
Don ben fünften A 
unb B gegeben; alfo ift 
ber Ort für X eine na(^ 
5Rr. 29 lonftruirbare gc^ 
rabe Sinie* 




31. ©tt 

Der geometrifd^e Ort für äße fünfte, weld^e bie ©igen« 
fd^aft l^aben, ba§ bie ©ifferenj ber Quabrate ^rer ffintfer^ 
nungen ton ä^^^i gegebenen fünften P nnb P' glei(§ ijl 
ber 5Differena ber Quabrate i^rcr ©ntfemungen ton jwe^ 
anbern gegebenen ?ßnn!ten P" nnb P'", ift eine fonftruirbare 
gerabe ßinie* 

SBewei«. @8 läßt fx^ leidet aeigen, ba§ in biefem 
fjatte bie ©nmnie ber Qnabratc ber ©ntfernnngen eine« fold^en 
^ßnnftejg ton P nnb P'" gleid^ ift ber ©nmnie ber Duabrate 
feiner ffintfernnngen ton P' nnb P"; ba^er ift ber torige Ort 
ju lonftrniren. 

Der gcometrifdie Ort für alle ^nnfte, weld^e bie ©igen* 
fd^aft ^aben, ba| bie Differenj bc« Onabratj^ ber ton i§nen 
nad^ einem gegebenen ^nnfte P gejogenen geraben ßinie nnb 
bei^ Onabratg bcr ton i§nen nad^ einem gegebenen Äreifc K 
gezogenen STangente eine gegebene ®rögc = a' l^abe, ift eine 
fonftmirbare gerabe Sinie. 

JBeweiö, ffi« fei M aWittelpnnlt nnb r ^albmeffer be« 
Sireifc« K, fo läßt fid^ leidet jcigcn, baß bie 5Differenj ber 
Onabrate ber ffintfemungcn eine« fold^cn ^ßnnftcj^ ton P nnb 
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M = a* ± r* wirb, je nad^bem blc eine ober anbete ®nt* 
femttng grfiger ijl; alfo fann ber Ort nad^ SRr. 29 fonftoiirt 
werben* 

33« iOtt 

S>er geontetrifd^e Ort ffir oOe fünfte, wtl6)t bie (Stgen« 
fd^aft l^aBen, ba§ bie ©ifferenj ber Qnabratc ber oon i^ncn 
nad^ jn^et gegebenen Greifen E unb E' gejogenen JCangenten 
eine gegebene ®r0ge = a^ l^abe, ift-eine fonftmirbare gerabe 
Stnie. 

JBeweid, ffienn M unb M' bie STOittctpunfte^ r unb r' 
bie 4>albmeffer t»n E unb E' fmb, fo Iä|t fidii jeigen, ba§ bie 
2)iffereni ber Ouabrate ber Entfernungen einei» fold^en $unttei^ 
pon M unb M' = a* ± r* T r'* ift; ba^er ift ber Ort nad^ 
Str* 29 tonftruirbar. 

34. iOrt 

S)er geometrifd^e Ort für bie 3ßittelpunfte aOer fireife, 
weld^e bie (Sigenfd^aft l^aben, bag bie S)ifferen3 ber Ouabrate 
ber beiben dou jwei gegebenen ^ßunftcn P unb P' an fie ge^ 
jogenen iCangenten eine gegebene ®rö|e = a* §abe, ift eine 
fonftmirbare gerabe Sinie. 

»ewei«. ffi« lägt fid^ geigen^ ba§ bie ©iffercnj ber 
Ouabrate ber (Entfernungen eined fold^en aßittelpunItejS oon 
P unb P' ebenfalte = a« fei, alfo ift ber Ort nad^ 5Rr. 29 
bnflmirbar. 

35. iOtt 

S>er geometrif d^e Ort ffir aOe^nlte^ oon benen avA awei 
gleid^e Stangenten an sn^ei gegebene Jtreife E unb E' gebogen 
werben fönnen, ift eine fonftmirbare gerabe Sinie. 

»ewei«. ©enn bie bid^erigen JBejcid^nungcn aud^ ^ier 
gelten, fo ia|t fid^ wieber aeigen, bag bie S>ifferena ber Oua« 
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brate ber (Entfernungen eine« fold^en ^unftei» ponM unb M' = 

r* — r'* ober = r'* — r* i% je nad^bem r ^ r'ifl; wobei 

bie (Entfernung beiS ^ntteiS von bem SRittetpunlte bed großem 
ftreifed an^ bie größere ift; bol^er ift ber Ort nad^ 9h:. 29 
fonftruirbar. 

gttfafe 1. S)er Ort 34 ift ein befonberer gfoD bc8 
Drted 14, n^oburd^ ftd^ fär Ort 84 aud^ eine anbere fion^ 
ftruttion ergeben bürfte* 

3ttfa| 2. Sine in t)xtltn gfftQen einfad^ere ftonftru& 
tion beS obigen DrteiJ ift folgenbe: »erbinbe iie 2»ittet 
imnite M nnb M' beiber »reife burd^ MM'; befd^eibe mit 
einem beliebigen ^albmeffer t>on einem beliebigen SÄittel^mnlte 
aug einen Ärei^ K", ber fotoo^I K atö K' je in jtoei Jßunfc 
ten A nnb B, C unb D fd^neibe; jiel^e AB unb CD unb 
verlängere bcibe, biS fle flc| in E fd^neiben; öon E fSDe 
enblid^ auf MM' beu ^erpenbilel EE', fo ift EE' unb beffen 
SSerUngerung ber gefud^te Ort. S)enn jiel^e junftd^ffc Don E 
an K unb K' bie langcnten EF, EG, fo iflEP» = EA .EB 
nnb EG« = JEC . ED; ober EA . EB = EC . ED (atö 
©elanten im »reife K"); folglid^ ift EP« = EG», unb 
ba^er aud^ EF = EG. 9Umm nun auf EE' ober beffen 
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»eriftttgcrutig einen beliebigen 5ßunlt H unb jiel^e nad^ K 
unb K' bie Sangenten HL unb HN, jie^e ferner HM, HM', 
ML, MF, M'N, M'G, ME, M'E, fo Mft EF« = EG«, 
b. 1^. EM« — MF« = EM'« — M'G«, 
b.§.EE'«4-E'M«— MF« = EE'« + E'M'« — M'G«, 
alfo E'M« — MF« = E'M'« — M'G«; 
fotgIid^HE'« + E'M« — MF« — HE'« + E'M'« — M'G«, 
b. ]&. HM« — MF« = HM'« — M'G«, 
b. 1^. HM« — ML« = HM'« — M'N«, 
b. ^. HL« = HN«; 
folglid^ tft HL = HN. 

" 8ufafe 8. SBenn K unb K' etn<xnber berühren, fo tft 
ber gefttd^te Ort bie an btn »erü]^runggt)un!t gejogene ge^ 
meinfd^ofttid^e Sangente. SBenn bagegen K unb^K' einanber 
fd|neiben, fo tft bie Verlängerung ber gemeinfd&aftKÄen 
e^orbc ber gefud^te Ort. 

3ufafe 4. S)ie neuere ®eometrie nennt ben erl^altenen 
Drt bie Sßotenjlinie ber beiben Sreife, »eil ia^ 
SRed^tedE an^ ben (Bt&dtn ber öon irgenb einem ?ßunfte beS 
Drteg burd^ K gezogenen @e!anten gleid^ ift bm fftt^ttit 
aug ben ©tüdfen ber öon hm nemlid^en ^nlte nad6 K' ge^ 
jogenen ©deuten. 
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3ttfafe 5. SBcim 3 ftrcifc K, K\ K" gegeben ftnb, fo 
giöt eg ptr je K unb K\ für K unb K" unb enblid^ für 
K' unb K" eine ^Potenjlmie. @^ ergibt fid^, baß bie lefctcre 
bnx6f bett Stttd^fd^mttdputA bet beiben erftern l^inburd^gel^ett 
mn% @S fd^nelben fi(§ alfo bie brei ^otcnjünieri breier 
ßreife in einem einjigen 5ßtttrfte, alfo aud^ bie brei an bie 
Serül^ntttgäpttnlte gejogenen gemeinfd^aftlid^en Tangenten 
breier fid^ paartoeife berül^renber unb ebenfo bie brei ge* 
meinfd^afllid^en S^orben breier fid^ paarweife fd^neibenber 
«reife. 

8ufa| 6. S)enlt man ftd^ öon H atö aKittelpunft mit 
HL ate ^albmeffer einen föreiS befd&rieben, fo toirb burd^ 
biefen fotoo^I K afö K* red^ttoinllig gefd^nitten. S)er obige 
Drt lann alfo aud^ fo au^gebrüdft »erben: S)er geometrifd^e 
Drt für bie SRittelpunfte aller ftreife, öon toeld^en jloei ge^ 
gebene ftreife K nnb K' red^tioinllig gefd^nitten »erben, ift 
bie 5ßotenjIinie ber beiben ftreife K unb K\ S)abei ift ju 
bemerlen, \>a% toenn K unbK' einanber fd^neiben, ber l^ier* 
]^er gel^örige Drt nur bie SSerlängerung ber gemeinfd&aftlid^en 
ei^orbe ift, toäl^renb bie gemeinfd^afttid^e ©^orbe fetbft ber 
Drt ift für bie 3KitteIpnnIte atter ftreife, loeld^c öon K unb 
K' jugleid^ im S)urd^meffer gefd^nitten ober l^albirt »erben. 

öufafe 7. «n ben öon H afö SRittelpunft mit HL atö 
^albmeffer bejM^riebenen ftreiS finb bie Sinien ML unbM'N 
Tangenten; ba nun mit K unb K' fotool^I M unb M' afö 
aud^ bie ®rö§e öon ML unb M'N gegeben finb, fo lann 
unfer Drt au^ fo ou^gebrüdEt »erben: 

S)er geometrifd&e Drt für bie SJUttelpunfte oller ftreife, 
»eld^e bie @igenfd^aft l^aben, baß bie t)on s»ei gegebenen 
Sßunitett M unb M' an fie gejogenen Xangcnten gegebene 
®rö§en = a unb a' l^aben, ift bie $ßotenjIinie ber beiben 
ftreife K unb K', tod^t öon ben 3KitteIpunIten M unb M' 
mit ben ^albmeffem a unb a' befd^rieben finb. 

Sufafe 8. SBenn bie ftreife K nnb K* t)on einem it^ 
liebigen ftreife Z" jie in j»ci Jßunlten gefd^nitten »erben, fo 
muffen fid^ bie beiben baburd^ entftanbenen jufammengel^öris 
gen ©l^orben AB unb CD auf PH fd^neiben. golgtid^ lann 
obiger Drt aud^ fo auggebrüdEt »erben : S)er geometrif^e Drt 
für aKe Sßunite, in »eld^en fid^ bie iufammengel^örigen ©^or^^ 
ben fd&neiben, »eld^e entftel^en, »enn j»ei gegebene ftreife K 
nnb K* Don einem beliebigen britten ftreife K" gefd^nitten 
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werben, ift bie Jßotenjlütie ber ftteife K unb E'. S)a{feI6e 
gilt für bie beiben gemcmfd^ftßd^en langcnteti, toenn K unb 
K' burd^ K" berührt toerbcti, ober für bie flemeinfd^tdje 
Xangenie unb bie gemeinfd^aftlid^e (El^orbe, mm K" ben 
einen fireiS berül^rt, ben onbem fd^eibet. 

gufa^ 9. (Sine weitere Slul^fül^rttng ber Seigre tyon ben 
5ßotcnjIiniett f. in meiner ebenen ©eometrie, ©ne^ 8. 



36. iDrt 

S)er geometrtfd^e Ort für alle ^ntte^ toeld^e bie (Sigen* 
fd^aft ^abcn, ba§ bie Don i^nen an einen gegebenen ^unft P 
gejogene gerabe £ime gleid^ ift ber wn i^nen an einen gege^ 
benen 9tt\S K gejogenen Stangente, ift eine bnftmirbare gerabe 
Sinie, 

93 enteis. (EiS Ifigt fid^ jeigen^ bag tuenn M a^Httelpunlt 
unb r i^albmcffer t)on K ift^ bie Differenj ber Onabrate ber 
ffitttfernungcn eine« foldjen ^unltc« von M unb P = r* ift, 
wobei bcrfclbe t)on M weiter entfernt ift a\S von P; bal^er ift 
ber Ort nad^ 3lx. 29 fonftaiirbar* 

gufa^ 1. (£ine ftl^id^e Sereinfad^ung ber fionftruftion 
loie beim (vorigen £)rt«^3ttfa| 1 ^tgibt fld^ burd^ einen ^Qf^ 
frei», ber burd^ P gc^t unb ben JtreiS K fd^neibet, »emi 
man an biefen ^ilfsfret» in P eine langcnte jiel^t unb fle 
bis jum S)ttrd^fd&nitt mit ber in K entftanbenen gemeinfd^affc 
lid^en (S^oxbt berldngert, worauf vmi wie beim tiorigen Orte 
8ufa| 2 weiter berfftl^. 

8ufa^ 2. SCnalog ben bei bem borigen Orte gefunbenen 
anbem S(uSbrüd(en ift ber obige Ort ^ngleid^ ber geometrifd^e 
Ort für bie SDiittetpunfte atter »reife, weld^e bur^ einen gc^ 
gebenen ^n!t P ge^en unb einen gegebenen ^eiS e: red^t:' 
WinHig fd^neiben; ebenfo für bie Sflittett^unlte aUer fireife, 
weld^e burd^ einen gegebenen ^ßunlt P gelten unb bie Sigen« 
fd^aft l^aben, bag ik bon einem jweiten gegebenen ^ßmät IC 
an fie gezogene Xangente eine gegebene (BrSge = a l^abe. 
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3*. ©tt 



®cr gcomctrifc^c Ort für bic ÜÄittcIpunltc aller ftrcifc, 
xod^t bur^ einen gegebenen ^unlt P gelten unb einen gege^ 
benen ftreid E l^albiren, ift eine lonftmirbare gerabe Sinie. 

JBeweiÄ. (SiS Iä§t fld^ wicber wie bei bem vorigen Orte 
jeigcn, ba§ bie Diffcrcnj ber Ouabratc bcr ffintfemnngen eine« 
folc^cn ?ßunfteÄ oon P unb M = r* ijl, wobei berfclbe von 
P weiter entfernt ift, att vonU; ba|er ift ber Ort nad^SRr*29 
fonftmirbar« 

Sttfafe. S)te in S^tf^fe 1 h^^ öorigen Drte gegebene 
einfad^ere ftonftmltton lägt fid^ aud^ l^ier anloenben; loenn 
nemtid^ bie Sinie MP na(| bem bort angegebenen SSerfol^ren 
getl^eilt worben ift, barf man nur bie (gntfemnngen beS 
H^eüungSpunlteS öon M unb P öertoed^fcln unb l^terauf in 
bem einen 23^eituttgS})unItc auf MP einen 5ßcrpenbilel er^ 
rid&ten, um unfern neuen Ort ju erhalten. 

©er geometrifd^e Ort für bie SDWttelpunfte aller Ärei^Iinien, 
weld^e jwei gegebene ftreiSlinien K unb K* ^albiren^ ifl eine 
fonftruirbare gerabe Sinie. 

Seweid« föennM unb M' SRittelpunfte, r unb r' ^aV)* 
meffer ber belben Äreife K unb K' finb, fo läßt ftd^ jeigen, 
ba^ bie S)ifferenj ber Ouabrate ber (Entfernungen eined fold^en 
fünfte« Don M unb M' wie bei bem Orte SRr. 35 = r* — r'« 

ober = r'* — r* ift, je nad^bem r ^ r' ift, wobei aber bie 

(Entfernung bed ^nfted t)on bem SDtittelpunIte bed großem 
Äreife« bie Heinere ifl; bal^er ift ber Ort nad^ 3h. 29 Ion* 
ftmirbar. 

8ufa|. aud^ 5i^r lann (»ie bei bem vorigen Drte im 
»crl^ättniß jum Drte Sir. 36) bie in 8ufa| 1 jum Drte 
9lr. 35 gegebene elnfad^ere ftonftmition angetoenbct »erben; 
nur ift nad^^er wieber bie (Entfernung belJ Xl^eitungSpunfteS 
ber Sinie MM' txm M unb M' }U t>ertaufd^en unb l^ierauf 
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in bem neuen Xl^eitung^punlte auf MM' ein ^erpenbiM ju 
errid^ten. 

39« JDtt 

!Det geometrifd^e Ort für bie3WitteIpttttIte aHer ftreiÄlinicn, 
n)eld^e einen gegebenen ftreid E red^toinllig unb einen ^weiten 
gegebenen Ärei^ K' im Durd^mejfer fd^neiben, ift eine fonftruir* 
bare gerabe fiinie« 

99en)eii»« d» Iftgt ftd^ n)ieber unter SSeibel^altung ber 
bii^l^erigen SBejeid^nungen feigen ^ bag bie !Differenj ber Clua« 
brate ber (Entfernungen eined fold^en $un!tei^ wn M unb M^ 
= r' 4- r" ift; bal^er ift wieber ber Ort nad^ 5Wr. 29 fon^ 
ftruirbar» 

40. Ort 

Der geometrifd^e Ort für aüe ^ßunfte^ weld^e bie (gigen^ 
fd^aft l^abeU; bag bie !X)ifferenj bed mfad^en OuabratiS il^ra; 
(Entfernung pon einem gegebenen fünfte F unb bei^ nfad^en 
Ouabrati^ i^rer ©ntfernung von einem gegebenen fünfte P' 
eine gegebene ©röfee = a* l^abe, ift eine fonftruirbare fireiölinie. 

ftonftruftion. S^^^ PP' ^^^ verlängere cä nad^ A 
fo, ba§ P'A : PA => m : n ift. «ufPP' mi^tt inP' einen 

?JerpenbiIeI P'B fo, ba§ P'B» = — a« (alfo a :P'B : — a) 

ift; jiel^e BP; l^albire P'A in C; auf P'A errid^te in C einen 
^ßerpenbifel unb ton A fäüe auf PB einen jweiten ^ßerpcnbifel 
unb verlängere beibe^ bi« fie fid^ in D fd^neiben; ixt^t P'D 
unb befd^reibe von D ate aÄittetpunft mit DP' afö ^albmcffcr 
einen SreiiSbogen^ ber aud^ burd^ A ge^en mirb^ meil D auf 
bem im $albirung«punfte C von P'A errid^teten ^ßerpenbilcl 
liegt unb ber bie Verlängerung von BP in E treffen wirb; 
jiel^e AE unb burd^ B eine ^parallele mit AE , bi« fie PP', in 
F trifft; enblid^ befd^reibe von A afö SKittelpunft mit AP afö 
^albmeffer einen Ärei« K, fo ift biefer ber gefud^te Ort' 
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8etoeii8. Auf K «imm einen beliebigen ^unft G nnb 
jiel^e GP, GP'; femer jiel^e GA nnb fätte uon G auf PF 
ober beffen SScrtängernng ben ^erpenbtfel GH; ferner fd^neibc 
BE ben flrei8bogett P'AE in L, fo ift, weil DA oont 3)?ittel= 
^mnlte D ouf LE fenfred^t fielet, burd^ DA bie S^orbc LE, 
atfo an^ in A ber S3ogen LAE l^albirt 3^t man bal^er 
VE, fo ifl PEA = AP'E; ba nun au(i^ PAE = P'AE 
ift, fo ifl A AEP cv) A AP'E nnb bo^er PA : AE = 
AB : AP', alfo PA* : AE* = PA : AP' = n : m. 3)a 
ferner BP || AE ift, fo ift A BFP c« A EAP unb .bo^er 
PF : BF = PA : AE, alfo ouc^ PF* : BP« = PA* : AE» 



= n : m unb bo^er BP» = — PP^ 



nun ift BP'* = 



BF* — P'F», b. B. — a* 
" n 

a* = mPF* — nP'F» 



= ^PF« - 
n 



P'F»; folglid^ ift 



= m(AF — AP)« — n(AP' — AF)* 

= mAF* — 2mAF. AP+mAP*— nAP'«+2nAP'. AF— hAF» 

= (m — n)AF* + mAP* — nAP'* (wett AP : AP' 

= m : n, alfo nAP' = mAP unb ba^er ott(| 

2iiAP' . AF = 2mAF . AP ift). 
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5Rtttt ifl QP* = GAt + AP* — 2AP , AH 

ttttb GF» = GA« + AP'* - 2AP', AH; alfo 

mGP* = mGA«+mAP* — 2mAP, AH ttttb 

nGF« = nQA«+nAF* — 2iiAP'.AH;aIfo 

mQP> — nGF* = (m — n)GA* + mAP» — nAP'« 

(ba n^ieber 2mAP . AH = 
2iiAF.AHift), ©atttttt 
GA = AF x% 
fo ift mGP« — nGF« = mPF« - nP^« = a«. 

Sttfaftl. IBcttttin = lttttbE = lobenn=nttnrb, fott)irb 
FA = PA, b. 1^. A Hcflt ttt ttttCttMidJcr (Sntfenittttg öott 
P ttttb P'; ber ftreid K gel^t alfo m emett fol^ett tttit ttn^ 
ettbltd^ grogem ^olbmefTer, alfo m efate gerabe Sittie über, 
toddje attf PF m F fenfred^ fielet, tt^obttrdj matt bett Ort 
5ttr. 29 cr^Mt. 

Sttfa^ 2. Sttt ottberer SIttSbrttd be9 obtgett Drted ift: 
koetttt t)ott eittem ^reiede eme Seite ttttb bie ^tfferett} bed 
mfad^ett Dttabratö ber smettett ttttb beS nfad^ett Ottabrafö 
ber brtttett Seite gegebett fittb, fo ift ber geowietrifd^ Ort 
für bie ber gegebettett Seite gegettäberliegettbe XBittIetf)ri^ 
eitte lottflrttirbare »reiMtttie. 
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Sttfa^ 8. (Sine ttnmitie(6are SfolQe beft Orte9 40 tft 
eine Chioeiterung beSJ0rte9 85, nemlid^ bet Ort fflr alle 
$ttnlte, t)on benen mi an )ti>ei gegebene ^eife K nnb K' 
f/a^i Xangenten gejogen tuerben Unnen, toeld^e ein gegebenei^ 
Serl^SItnif = m : n l^aben. S3eiei(|net man nemttd^ bie 
3RittcItmnIte ber gegebenen ftreife mit C nnb C\ il^re ^alb*: 
meffer mit r nnb r', einen $ttnlt be9 gefnd^ten Orted mit X 
nnb bie ®rö|e ber an bie fireife gezogenen Xangenten mit 
t nnb V, fo mn^ t : t' = m : n toerben, alfo aviä^ t* :t'« 
= in«:n«; nun ift t« = XM» — r» unb V« = XM'« — r'«; 
folglidj im% XM« — r» : XM'« — r*« = m« : n« toerben, 
ölfo n«(IM« — r«) = m«(XM'« — r*«), tooran» fidj ergibt 
n« XM« — m« XM'« = n« r« — m« i^«, b. §. bieiBiffe:^ 
Ten^ Stoifd^ bem nfad^en Duabrate ber (Entfernung beS 
ißuntteS X t)om äRittelpunlte M unb bem m^fad^en Duabrate 
ber (Entfernung beffdben $unltei^ t)om äRittelpunlte M' l^at bie 
gegebene (8r5ge n>r« — m'r'«, fül^rt alfo unmittelbar auf 
ben Ort 40. 

41. Ott. 

S>et geomettifdde Ott ffiv bie IDKttelimtifte aOer ftreife, 
»el<|e eine gegebene geca)>e £inieL in einem anf i^ gegebenen 
^nlte P Betfi^, i{i bet auf L in P ertid^ete ^ecpenbifel. 

aSeweiS ifl Mannt 

2>er geomettif«^ Ott fttt bie SDlittelpttntte oQet ftteife, 
weld^e eine gegebene ftteiSlinie E in einem auf i^t gegebenen 
^nfte P betü^, ift bet but^ P gesogene ©ntd^meffet nnb 
beffen SSetlfingetnng. 

Semeis i{i bdannt 

43*i0tt 

®et geomettif^e Ott fflt aOe ^trfte, mel^ bie «igen» 
f^aft ^oiSm, ba^ bie von i^nen nad^ amei gegebenen ^nften 
P unb P' gejogenen getaben Sinien einen gegebenen SBinfel a 
m>m, ijl bet fibet PP' befd^tiebene ftteUabf^nitt, meldtet ben 
SHnlel a fa^ 

S9ewei0 f. in |ebet (Slementatgeomettie. 
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3ttfa| 1. (Ein anbetet Slu^bruä beSDtted ift: S)etä6et 
einet begtenjten getoben Sinie ate (B^otbe bcf(|ttebene ftteiS*^ 
obfdjnitt, bet einen gegebenen SBinf d fagt, ift bet geomettifdje 
Dtt fttt bie @)ri^en diet ^teiede, toel^e bie getabe Stnie 
jttt (StunMtnie l^aben nnb beten SBinlel an bet@))i^e gleid^ 
bem gegebenen ip. 

Sttfa^ 2. Sft bet gegebene SBinfel = 90», fo tottb 
bie Sinie PP' bet »ntd^meffet bed ÄteiSabfdJnttteö nnb ftatt 
beS ßtei^abfd^nitteS lann bet ganje ^ei^ gebtand^t toetben. 

gttfafe 3. SBenn in A ABC bie ^öl^cnt^tjienbilel AD, 

BE, GF gejogen toetben, 
kudd^e fid^ belanntltd^ in einem 
einjigen ^ßmtlte Gt fd^neiben, 
fo i^ AGB = DGB, abet 
DGB = 1800 — AGB, toett 
GDO = 900 «nb GBO = 
900, alfo DGB + DGB = 
1800 i^. fß^jx^ i)a]^et t)on 
einem Z)teied(e eine Seite AB, 
nnb bet gegenübetliegenbe 
2Binld AGB = « gegeben ift, 
fo ift bamit nid^t bloi^ bet in d^f^^^ ^ bejrid^nete Ott gegeben, 
fonbetn eS ift and^ bet fibet AB afö ffi^otbe befd^ticbene 
ÄreiSabfd^nitt, bet einen JBSinfd = ISO» — a fa|t, bet 
Dtt füt bie S)ntd^fd^niite bet ^öl^enpetpenbifd aUct ®teiedfe, 
»eld^e AB jnt ©tnnbünie nnb.« jnm SBinId an betSpi^ 
l^aben. 

44. Ort 

!Det geomettifd^e Ott fttt bie ^albitungöpnnfte aHct 
ffil^otben eine« gegebenen Äteif e« K, weld^e entwebet f elbft butd^ 
einen in obet auf bet ^ßetipl^erie wn K gegebenen ^unlt P, 
obet tetWngctt butd^ einen außetl^alb K gegebenen ^nft P 
gelten, ift ein übet bet SSctbinbungiJltnie be« fünfte« P mit 
bem aO^ittelpunfte M bed ftteifed K ate !£)tttd^meffet befd^tie« 
bcnct Ätci«* 

SBe n) eii» folgt unmittelbat auiS bem t)otigen Otte S^fa^ 2, 
in aSetbinbung mit bem @a|e, bg§ butd^ einen uon bem SDMttet 
punite eine« fttcifc« auf eine ffi^otbe in bcmfelben gefällten 
?ßetpenbifel bie ffil^otbe l^albitt wetbe. 
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45. (Ott 

!Bcr gcomctrifd^c Ort für bic ^albirungj^Knie aücr E^or* 
ben Don gegebener (alfo gletJ^er) ®rö§e =: a in einem gege« 
benen Äreife K ift ein mit K fonjentrif d^er ffireiö, beffen §alb* 
meffer ber üon bem SKittelpnnfte be^Äreifei^K auf irgenb eine 
in ben ÄreiS K gelegte S^orbe, weld^e bie gegebene ®rö§e = a 
l^at^ gefaßte ^erpenbifel ift*^ 

SBewci« ift einfad^. 

46. iOtt 

!Der geometrifd^e Ort für bie ^albirungSpunfte aller ge» 
raben ßinicn^ meldte pon irgenb einem ?ßunfte eineiJ gegebenen 
Äreife« K na6) einem fünfte eincg jmeilen ben ffrei« K fd^nei^ 
benben unb i^m gleid^en Rrcifcö K' fo gejogen werben, bag fie 
entweber felbft ober cerlängert burd^ einen ber ©d^neibungg* 
punite l^inburd^gel^en, ift ber über ber gemeinfd^aftlid^en E^orbe 
beiber Sreife afe ©urd^meffer befd^riebene firei^ K", 

SSeweiö. K unb K' fd^neibcn fid^ iuA unbB unb über 
AB ate ©urd^meffer 
fei einÄrei«K" bc* 
fd^rieben; ton einem 
beliebigen ?ßunfte C 
aufK jielie burd^A 
eine gcrabe Sinie, 
wcld^e K' iuD unb 
K" in E treffe; jie^e 
BC, BD, BE; ba 
BA gemeinfd^aftlid^e 
El^orbe jweier einanber gleid^er ftreife ift, fo ift BGA = BDA 
(al« ^erip^erieminfel auf gleid^en S^orben in gleid^en Greifen); 
ba^cr ift BC = BD ober A BCD gleid^fd^enflig; nun ift BEA 
= 90« (ate ffiinfel im ^albfreife) ober BE ^ßerpenbifel auf 
CD; folglich ift CD in E ^albirt. «uf ä^nlid^e «rt wirb be* 
n)ief en, ba§, wenn man auf K einen ?punf t C nimmt unb burd^ 
il^n eine gerabe Sinie CD' fo jie^t, baß fie verlängert burd^ A 
ge^t, CD' burd^ K" in E' ^albirt wirb* 

9taitU aeont. KnalvfU 2. Ibtfl. 16 
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49« Ott. 



S)er geometrifd^e Ort filr alle fünfte, welche bte (Eigen^ 
fd^aft f^ahtn, bag bie t)on i^nen an einen gegebenen ^eid K 
gejogenen S^angenten eine gegebene ®röge = a ^aben, ober 
aud|^ bag bie t)on i^nen an einen gegebenen ftreidE gezogenen 
Zangentenpaare einen gegebenen SBinfel = a einf daließen / ift 
eine fonftruirbare mit K fonjentrifd^e ftteiÄinie K'. 



fionftruftion« 1) SBenn a 




gegeben ift: von bem 
SRittelpunlte M it» ftrei« 
fe« K jiel^e einen belie* 
bigen ^albmeffer MA; 
anf MA ertid^te in A 
einen ^erpcnbif el AB = 
a; 3ie^e MB nnb be^ 
fd^reibe mit bem ^alb* 
mefferMB einen fonjem 
ttifd^en «rei« K', fo ift 
biefer bet gefnd^te Ort. 



2) Sknn a gegeben ift: jie^e mieber t)on bem SRittel« 
pnnfte M einen beliebigen $albmeffer MA; an MA lege in M 
einen ffiinlel AMC = a nnb oerläugere CM nad^ D ; anf MA 
uttb MÖ errid^te in A unb D ^ßerpcnbifel , bi« pe fid^ in B 
f d|neiben, jie^e MB unb bef d^reibe mit MB aU ^albmeffer einen 
fonjentrifd^en ftrei« K', fo ift biefer ber gefud^te Ort. 

S3emeid« (£» lägt ft(^ leidet aui^ ber ftongrueng ber !£)rei« 
ecEe jeigen, \>a% wenn t)on einem beliebigen fünfte auf K' eine 
2:angente ober ein S^angentenpaar nad^ K gebogen mirb, bie 
SCangente = BA = a, ober ber ffiinlel^ ben baö SCangenten* 
paar mad^t = ABD -= AMC = a ift, ba AMD + ABD 
= AMD + AMC = 180« ift 

Sttfofr !• SBenn E' afö gegeben betrad^tet koirb unb 
mit ^ilfe bc8 rcdjtioinlligcn SDrcicdf^ MBA, öon toeld^cm bie 
^^potenufe MB gleid^ bem ^attmeffer öon K' unb bie eine 
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ftöt^ctc AB = a gcöeben finb, bcr ^attmcffcr MA für K 
ünb fomit K fclbft bcftimmt toirb, fo ift K bcr flcometrifdjc 
Drt für bic %fft\lnn^pmiftt attcr in K' gcjogencn d^orbcrt, 
totU^t fo getl^eilt toerben, bag baS fRed^ted aud beiben X^eilen 
eine gegebene ®rö6e = a« f)at ®enn jicl^e in K' eine be^ 
Itebige ®§orbe EP, »eldje K in G unb H fdjneibe, fäHe öon 
M auf EP ben ^ßerpenbifel ML unb jiel^e öon E an K bie 
langente EN, fo ift EN = a; alfo EG . EH = EN« = 
a«; aber EL = LP, LH = GL, alfo EL + LH = 
LP + GL, b. ^, EH = GP; folglid^ ift audj EG . GP = 
EH . HP = a» 

Sufa| 2. SCttf ai^nlid^e 9(rt ift K' ber geometrifd^e Ort 
für bie ffinbpunfte oHer in K gejogenen E^orben (j. 85. GH), 
toeld^e fo (nad^E) öerlSngert toerben foHen, bafe baSSied^ted! 
au§ ber SSerl&ngerung (EG) unb aud berSumme ber(£^orbe 
unb il^rer SSerl&ngerung (EG -j- GH = EH) eine gegebene 



48. iOtt 

!Der geontetrifd^e Ort für alle fünfte, toeld^f bie (Eigene 
f d^aft ^aben, bag^ wenn man wn i^nen 2:angentenpaare an einen 
gegebenen ftreii» K jie^t^ bie burd^ bie 99erü^rungi^punfte ge« 
jogenen Sl^orben entmeber felbft ober verlängert burd^ einen ge« 
gebenen ^unlt P ge^en, ift eine fonftruirbarc gerabc fiinie. 

ftonftruftion. 1) ©enn P innerhalb K liegt: jie^e 
MP; errid^te aufMP in 
P einen ^erpenbifcl, 
loeld^er E in A treffe; 
jiel^e an E in A eine 
2:angente , meldte bie 
S3erlängerung von MP 
ittB treffe; enWid^ jiel^e 
burd^ B eine $araMe 
CD mit AP, fo ift CD 
ber gefudj^te Ort 

16^ 
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2) Sßenn P au^erJ^ald E Hegt: jic^e MP unb wn P 

an K eine Siangente PA; 
enbUd^ aiel^e butd^ A eine 
gcrabe Sinie CD, roeld^e 
aufMP inBfcnfred^t fte^t, 
fo ift bcr auger^Ib K lie« 
genbc S^eil oon CD ber 
gcfud^te Ort. 

3) ffienn P anf K 
felbft liegt, fo ift bie in P 
an K gejogcne SCangente 
ber gcfud^te Ort* 

SBeweiö. gflr bcn 
britten gaU ergibt fid^ ber 
Sewei« üon felbft ^fmerften 
nnb jweiten gaae'nimm anf CD einen beliebigen ?pnnft E, im 
awciten natürlid^ außerhalb K, nnb jie^e von E bie Tangenten 
EF, EG an K; jic^e FG, MG nnb ME, xoü6)t^ PG in H 
fd^neibe; ba EM anf PG fenlrec^t, aber anf MP fd^ief fte^t, 
fo fmb PG nnb MP nic^t parallel, fonbern fd^nciben fx6) tnU 
TOcbcr felbft ober in ber SSerlängerung ; t^ gefiele bieg in einem 
^nnfte X, fo ift A EMB cv) A XMH, weil EBM = YHM 
= 90« unb BME = HMX ift; ba^er ift EM : XM = 
MB : MH, alfo EM . MH -= XM . MB; nnn ift EM . MH 
=^ MG« = r« (wenn ber ^albmeffer t)on K ^ r gefegt wirb), 
weil A EMG bei G rcd^twinfUg ift; alfo ift aud^ XM . MB 
= r«; ebcnfo ift aber auc^ PM . MB = r», weil im erften 
gaUe A MAB, im jweiten A MAP bei A rec^twinflig ift; 
ba^er ift XM . MB -=: PM . MB; alfo XM = PM, ober X 
fäUt mit P anfammen; alfo gcl^t FG bnrd^ P. 

8 n f a |. aÄan öcrgleid^e bamit bie in meiner ebenenSeo:: 
mctrie Sud^ 8 enthaltenen ©öfee über 5ß o l e nnbjßolaren. 

49«iOtt 

SBenn von mm ©reiedEe eine ©eite = a nnb bai8 SSer* 
l^ältnife einer srociten ©eite jn ber biefer Ie|tern jnge^örigen 
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A einen 



^öl^c = m : n gegeben ift, fo ift ber geometrifd^e Ort für bic 
©pifec be« ber ®eite a gegenüberllegenben ©inlete eine fon« 
ftmirbare ftrei^Knie K^ 

ftonftruftion. «uf AB = 
^erpcttbilel AC fo, ba| AC: AB = 
m : n. ift, unb befd^reibe über AC 
ate iBurd^meffer einen ftrei« K, fo 
ift biefer ber gefud^t Ort. 

SBcwei«. «uf K nimm einen 
beliebigen ?punlt D, jiel^e DA, DB 
nnb fäüe t)on B auf AD ben ^er* 
penbilel BE; jiel^e enbUd^ CD, fo 
ifl ADC = AEB = 90« unb ACD 
= BAE, weil ACD + CAD = BAE + CAD = 90» ift; 
ba^er ift A ACD oo A ABE, alfo AD : BE = AC : AB 
= m : n* 




50. iO tt 

SBenn oon einem Dreiede ber ^albmeffer bejJ um ba« 
Dreied befc^riebenen Greife« = ß unb ber ^albmeffer be« 
inneren 83erül&rung«freifei8 = r gegeben fmb, fo ift eine oon 
bem aWittelpunfte be« einen ber beiben ftreife ju befd^reibcnbe 
tonftruirbarc ftreii^Iinic ber geometrifd^e Ort für ben SWittel* 
punit beö anbem Äreife«. 

Sewei«. ©efet man bic Entfernung beiber aWittelpunfte 
= e, fo ift nad^ ©eite 171 ß : e = e : E — 2r; fud^t 
man bdl^er ju ß unb ß — 2 r bie mittlere ^proportionale, fo 
ijl ber mit i^r ate $albmeffer oon bem SRittelpunfte beiS einen 
Äreife« befd^riebenc ftrei« ber geometrifd^e Ort für benSKittel* 
pun!t \>t§ anbern. 

Sßenn oon einem S)reiedEe ber ^albmeffer bed um \>a» 
©reiedf befd^riebenen Äreife8 = ß unb ber ^albmeffer eine« 
ätt^ern 99erü^rungdlreifes — r' gegeben ftnb, fo ift eine oon 
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bcm awittclpunlte bc« einen bet beiben «reife ju bcfd^reibenbc 
fonftruirbate ftteidlinie ber izt>mtT\\6)t Ott für ben SRittel- 
punft bei? anbetn ftreifc«. 

©CTO ei«, ©efet ntan bie (gntfernungen beiber STOittet 
punftc = e, fo ift nad^ Seite 172 E : e = e : E + 2 r'; 
fud^t man ba^er ju E^unb ju B + 2 r' bie mittlere ^ro* 
portionale, fo ift ber mit i^r afe $albmeffer t)on bcm aWittet 
pnnlte be« ^inen Ärcife« befd^ricbene ftrei« ber geometrifd^e Ort 
für ben SRittelpunlt bei» anbern. 



5». Ott 

Kenn oon einem ©reiede eine ©eite =a unb ber gegen* 
überliegcnbe ffiinlel = a gegeben ftnb, fo ift ein fonftrnirbarer 
ÄreiÄbogen ber geometrifd^c Ort für ben aWittelpnnft be« in* 
nem SBerül^rungölreifeö, nnb brei fonftruirbare Ärei«bögen bie 
geometrifd^en Oerter für bie SKittelpunlte ber brei ängern SBc* 
rü^rungiJfrcife. 

ftonftruftion. Ueber AB == a befd^reibc einen ftrei«- 

abfd^nitt, ber ben SBinlel 
a faßt, nnb ergän jc bcnfet» 
ben jnm ganzen Steife. 
aSon bem aRittelpnnfte C 
bief e« ftreif ejJ fälle auf bie 
Sl^orbe AB einen $erpen« 
2m bifel CD nnb oerWngere 
benf elben^ bi« er ,bie ^eri* 
p^erie in E nnb F trifft; 
jiel^e AE, AF unb be* 
fc^reibe t)on E aü 3KitteI« 
pun!t mit EA aU $al6« 
meffer einen ^ei«, ber aud^ 
burd^ B gel^t, meil E auf 
bem im ^albirung«punft D auf AB erridf)tetcn ^erpenbilel CD 
Hegt unb ber burd^ AB in jmei ftreiöbögen getl^eilt mirb, fo 
ift ber auf ber ©eite bed erften ftrei«abfc^nitt« liegenbe Sogen 
ber Ort für ben SDtittelpunIt be» innern Serül^rungdtreif ed, ber 
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auf ber entgegengefe^ten @eite liegenbe SSogen ber Ort für ben 
SRittcIpunlt bei» jur ®eite AB gel^örigen äugem Serü^rungd« 
frcifeiJ; cbcnfo bcfd^rcibe com ÜWittcIpunft F mitFA ote^alb* 
meffer einen fireiöbogcn auf ber nemlld^en ©cite, auf weld^cr 
AFB liegt, ber aui» bemfelben @runbe mie ber Dorige ftreii» 
ebenfalls burd^ B gelten wirb, fo ift biefer Sogen ber Ort für 
bie ju ben beiben anbern ©eiten beö ©reied« gehörigen äußern 
SBerü^rungdfreife. 

SBewei«. "Da ber ftrei«abfd[(mtt AFB ben SBinlel a 
faßt, fo ift feine ?ßeripl&erie ber Ort für bie®pifeen aßer über 
AB = a ate ©runbUnie befd)riebenen ©reicde, weld^e an ber 
®pi|e einen ffiinfel -= a l^aben; e« ift ba^er nur 3U it\%iVi, 
bag; n^enn ntan auf biefent J^reii^abfd^nitte einen beliebigen 
^un!t G nimmt unb GA, GB jie^t, moburd^ ein 5)reied ABG 
oon ben gegebenen (Sigenfd^aften entfte^t, bie Sltittelpunfte ber 
oier Serü^rungSfreife bicfe« SJreied« auf ben angegebenen 
SBögen liegen muffen. S^c^c nun GE, weld^e« ben Sogen AHB 
in H unb verlängert ben entgegengefe^ten Sogen in L fd^neibe/ 
fo ift H ber ÜWittelpunIt beö innern, L ber SDiittelpunft be« a« 
AB gehörigen äußern Serü^rung^Ireife«; jiel^c ferner AH, BH 
unb verlängere beibe, bii» jte ben le^tgenannten fireii^bogen in 
M unb N fd|neiben, fo ift M ber SKittelpunlt be« ju GB unb 
N ber aWittelpunft be« ju GA gehörigen äußern ScräJ^rung«» 
freife«. ©enn ba ber Sogen AB in E l^albirt, alfo AE = 
BE ift, fo ift EGA = EGB, alfo AGB burd^ EG l^albirt, unb 
bie genannten aßittelpunfte liegen bal^er auf EG unb beffen 
Serlängerung; ferner ift EA = EH, alfo EAH = EHA; aber 
EAH = EAB + BAH nnb EHA = HGA + HAG; alfo 
ift aud^ EAB + BAH = HGA 4-HAG; nun ift^aber;EAB 
= HGA, weil beibe auf ben gleid^en Sögen EB unb^EA ftfe^cn : 
ba^er ift auc^ BAH = HAG, ober BAG ift burd^ AH ^albirt; 
olfo iftlH ber iDurd^fd^nitt ber ^albirung^linie beiber ©infel 
AGB unb BAG, folglich ift H aWittelpunft bc« innern Serü§^ 
rungdfreife«. gie^e femer AL unb ocrlängere GA nad^ 0* Da 
LH ©urc^meffer ift, fo ift HAL = 90<>; aber GAB+BAO = 
180«; alfo ift HAL = V« (GAB -j- BAO); nun ift HAB = 
V, GAB; alfo ift BAL = V« BAO; folglich iftL ber^urd^ 
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fii^nitt bcr ^albttungÄlinte 
t>ed ffiinicte AGB nnb 
bed «ttftcnwittfcte BAO; 
ba^et i^ L aRittelpunft 
bc« gtt AB gcl^örigen äu« 
§cm SBcrfll^rtingöfrcifciJ. 

Stellt man ferner NA, 
FB Uttb verlängert BA 
nad^ P, fo tft ANB ?peri* 
pl^criewtnfel, APB ©entri* 
roinf el im ncmlid^en ftrei«^ 
abf^nitte ANMB; alfo ift 
ANB -= Vj AFB = 
Va AGB; ebenso ift BAH 
= 1/2 B^ö unb ABE = 1/2 ABG, roc« H bcr ©nri^f^nitti^punft 
bcr brei ^albirungi^Iinien bcr ffiinfcl im !Drcic(fe ABG ift; bal)cr 
ift ANB + BAH + ABH -= 1/2 AGB + 1/2 BAG+ V2 ABG; 
folglicl^ ift ANB -f- BAH + ABH = 1/2 180« = 90^; in 
A ABN ift olfo ba« noä) übrige SBinlelftiKf NAH cbcnfaK« 
= 900; alfo ift NAH = 1/2 (BAG + GAP); aber HAG = 
V, BAG; ba^er ift NAG --= V2 GAP; folglich ift N bcr 
5Dnrd&}d)nitt bcr ^albirnngölinic bciS SBinfete ABG unb bei^ 
«nlenminfete GAP; alfo ift N aWittelpunft bc« ju AG gcl^öri* 
gen äußern sBcrü^rungi^lreife«. 

(Sbenfo mirb cnblid^ bemiefen, ba§ M awittclpunft be« ju 
BG gehörigen äußern Scrül^rungi^frcifci^ ift. 




53. Ott. 

fficnn üon einem ©reiede eine ^öl^e = a gegeben ift unb 
bie (Differenj a berienigen beiben ffiinfel, burd^ meldte bie gc« 
gcbene $ö^e nid^t Ijinburd^gel^t, fo ift eine lonftruirbare gerabe 
Sinie ber geometrifd^c Ort für ben SKittelpunlt be« ftreife« 
um ia& !Dreie(f unb eine fonftruirbare anbere gerabe Sinie ber 
geometrifd^e Ort für ben SWittelpunft beiJ innern fflerttJ^rungÄ' 
Ireife«* 
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lege in A einen ffiinlel 




ftonftruftton. An AB 
BAC = a unb l^albire ben^^ 
felbcn butd^ AD, fo ift AC 
ber geometrifd§c Ort für ben 
Sßittelpunft bci^ ftrcifc« um 
ba« !Dreted nnb AD ber 
Ort för ben aWtttelpunft 
be« innem SBerül^rnngiJfreifejJ. 



^txoti». (S» ift nad^^ 
juweifen, ia% rotm man anf 
AC einen beliebigen ?pnnft E 
onnimmt, von E al» WtitU 

punft mit EA ate ^albmeffer einen ftreiiS befd^reibt, auf AB 
in B einen ^erpenbifel errid^tet, biiS biefer ben ^eiiJ in F unb 
G trifft, unb enblid^ AF, AG jie^t, moburd) ein "Breied entfte^t, 
baö AB = a.jur ^öl^e ^at unb um meldte« ber erhaltene 
Ärei« befd^rieben ift, bie ©ifferenj ber SBinfel AGF — AFG 
= a fei, unb ba§ burd^ AD ber SBinfel FAG ^albirt merbe, 
woburd^ AD afö ber Ort erfd^eint für ben SWittelpunft be« 
innem 93erü^rung«frcifej8 pon A AFG. SSon E fäHe auf FG 
einen ^crpenbifel unb verlängere i^n, bi§ er AD in H trifft; 
ba EH It AB ift, fo ift EHA = HAB = HAE; alfo ift EH 
= EA, ober H liegt auf ber fireiiSperipl^erie ; nun ift aber 
FHG in H ^albirt, meil EH auf ber ffi^orbe FG fenfred^t ift, 
alfo ift aud^ ber ffiinfel FAG burd^ AH l^albirt; ferner ift 
AGF + BAG = 90^ unb ebenfo 
AFG + BAF = 90<>; alfo ift 

90« + HAB unb 
= 90^ — HAB; ba^er ift, menn bielefetere 
®leid^ung oonber bariiberftel^enben 
abgezogen mirb, 
AGF — AFG =■■= 2 HAB (weil HAG = HAF ift) 

= BAC (mcil BÄC burd^ AD ^albirt ift) 



AGF + HAG 
AFG + HAF 



= a. 
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- 54. iOtt 

SBcnn wn einem Dreiedc bic Summe jweier Seiten'— a 
unb bie ©ifferenj i^rer ©eflenwintcl = a flegeben x[t, fo ift 
eine fonftruirbare ftreiÄlinie ber geomettifd^e Ort fomol^I für 
We ©pifee üOtt einem ber ffiinfel, beren Unterfc^ieb gegeben ift, 
fobalb bie'Spi^e bei^ anbern Sßinfeld unb bie Sage ber jenem 
erften ffiinfel gegenübcrliegenben Seite gegeben ift, afe anä) ber 
Ort für bie ÜWittelpunIte berjenigen beiben äußern Serül^rung«* 
heife, njeld^e au ben Seiten gel^öten, beren Summe gegeben ift. 
ftonftruftion. ffi« fei A bie gegebene SBinfelfpifec unb 

bic fiinie AB be* 
jeid^e bie Sage ber 
einen Seite; t)on 
ABf<l^neibcAC=a 
ab unb befd^reibe 
überAGeinenftreiiS« 
abfd^nittADC, ber 
einen SBinfel = 
900 + ly^ « lagt, 
foiftADCberOrt 
für bic gefttd^tc 
S93inf elfpi^e, fotoie, 
menn ADC jum 
gaujcn ftreifc ergänat wirb, biefer felbft ber Ort für bie SWittel' 
punfte ber beiben äußern SBcrttl^rungiSlreife. 

Sem ei 8. SRimm auf ADC einen beliebigen ^unft D, 
aiel^e CD unb errid^te auf CD im ^albirungjSpunlte E einen 
^crpenbifcl, ber AC in F treffe; ixtf)t enblid^ AD, FD, fo ijl 
in A ADF bie Seite DF = CF, alfo AF+DF = AF+CF 
— AC = a unb t§ ift bal^er a^näd^ft iu bemeifen, bag 
ADF — DAF = a fei $Run ift ADC ' = 90« + V« «. 
alfo ADF = 900 + i/^« - fdC = 90o + V« « — V« AFD 
(ba APD = FDC + FCD, aber FDC = FCD ift); ferner ift 
DAF = 1800— (900-j-V««) — ACD=900— V,a — V«AFD; 
ba5eriftADF-DAF--=90o+V««-V«AFD~900-j-V««+V2AFD 
= Vs « + V« a = a. 
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3ie^e fertter von A ttad^ bem SDtittelpunfte M bed ^etj^i 
aBf(i^mttej$ ADC, alfo aud^ beiS gangen ftreifed ben ^albmeffer 
AM unb jtc^c MD, [o ift ACD ^crtp^cricwinlcl auf bcm JBogcn 
AD, AMD Ccntriwinfel ouf bcmfclbcn JBogcn; alfo ift AMD = 
2 ACD; aber auc^ APD ift ~ 2 ACD; alfo ift AMD = 
AFD; mitbin gebt ein um A AFD bef^riebcncr ftrcis aud^ 
burd^ M unb meil MD = MA, alfo A MDA glei^fd^enfltg 
ift, fo ^albirt ein von M auf AD gefällter ^erpenbifel bte 
S^orbe AD unb ge^t alfo burd^ ben SERittelpunft M' beiS um 
A ADF bef(i^riebenen ÄreifeiJ. (&» ift alfo, wie in ber aum 
Orte 9lr. 52 gehörigen fjigur F ber SKittclpunlt unb FA ber 
ij>albmeffer be« OrteiJ für bic SÄittelpunfte ber ju GA unb GB 
gehörigen fingern Serü^rungrtreife be5 in bem Äreife AFGB 
liegenben Dreiecf« AGB mar, fo f)m M ber SWittelpunlt unb 
MA ber ^albmeffer be« Orte« für bie awittelpunfte ber gu FA 
unb FD gel^örigen äugern Serü^rungiSfreife bciS in bem Areife 
AMFD liegenben iDreiecf« AFD; alfo ift AGCD biefer Ort 



Digitized by VjOOQIC 



^n^an^. 



iD^ein ficJ^rbuc!^ berebenen®eontetrie entl^&It stuar einen 
rcid^^Qltigcn ©tbff jur «nroenbung ber geometrifd^en «nol^fi«, 
inbcm fid^ bort im ®anjcn mcl^r ate 370 unaufgelöiSte gco* 
metrifd^e Aufgaben Dorfinben. S)ic bort gegebenen Aufgaben 
burften jcbod^ nur ben in bcm Se^rbud^c felbft gegebenen gnl^alt 
oorauöfegen, roä^renb bic ^ier entmidJcIte geometrif^e «nalgjtd 
manche aßittel beut ©dualer Qttü&\)tt, burd^ roAä)t er fid^ aud^ 
jur Söfung fd^wierigcrer gcometrifd^er Aufgaben ju befähigen 
oermag. Zf)dU fär geübtere @d^üler, n^eld^e ben im erftge« 
nannten Se^rbud^e enthaltenen ©toff f^on übenounben §aben^ 
t^eite um überl^aupt bem Seigrer eine nod^ größere unb umfaf« 
fenbere ^vi&xoai)l von iD^aterial ju gewähren, fmb ba^er bie 
folgenben Slufgaben ^ier ate Knl^ang beigefügt n)orben. 

L Jlottfltuttiott eittcö ted^ttDittlligett ^teicM. 

h ®egeben bie ^gpotenufe unb bie !Z>ifferen} ber Ouabrate 

beiber ftat^etcn. 
2* begeben ber ^albmeffer bed innern SJerü^rungdfreifed unb 

ber ^albmeffer entmeber bed jur f^^potenufe ober bed ju 

einen ber beiben ftatl^eten gel^örigen äugern SJerü^rungiS^ 

Ireife«. 
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3. ©cgcben bic ©ummc bcr ^gpotcnufc unb ber einen fta* 
t^ete unb bie @umme ber anbern.fiatl^ete unb beiS |)öl^en« 
perpenbifete* 

4. (S(egeBen bie (Summe beiber Aatl^eten unb bie @umnte ber 
^gpotenufe unb be« ^ö^enpetpenbilcte. 

6. ©egriben bie ^gpotenufe unb bie ©umme beiber Äatl^cten 
unb beiS ^l^enperpenbifete* 

6. ©egeben bie ^gpotenufe unb ber Ueberfd§u§ ber ©umme 
beiber Äatl^eten über ben ^ööenpetpenbifel. 

7. ©egeben bie ^gpotenufe unb ber Ueberfd§u§ ber ©umme 
einer ftatl^ete unb be§ f^ö^enperpenbifel« über bie anbere 

5. begeben ber Umfang unb ber ^öl^enperpenbifel. 

9, ®egeben bie ^gpotenufe unb bie !t)ifferenj ber Quabrate 
ber auf i^r burd^ ben l^l^enperpcnbilel gebilbeten ©egmcnte. 

10. (Segeben eine Äat^ete unb ba5 an ber anbern Äalliete lie^ 
gcnbc ©egment ber |)i)potcnufe. 

11. ©egeben eine Äat^ete unb baiS Sled^ted au« ber ^tipotenufe 
unb ber anbern Aatl^ete. 

12. ©egeben ber ^öl^enperpenbifel unb bie ©umme ber Oua^ 
brate beiber ©egmente ber f^^potenufe. 

13. ©egeben bie ©umme ber ^^potenufe unb bei5 ^ö^enpcr* 
penbilete unb bie ©umme ber Ouabrate beiber ©egmente 
ber ^^potenufe. 

14. ©egeben bie |)gpotenufe unb bie (Entfernung ber beiben 
aitittelpunfte beiS umfc^riebenen ßreifeiS unb bed innern ^t^ 
rttl^rungöIreifeiS. 

15. ©egeben bie ©umme bei^ ^öl^enperpenbifete unb tint» ©eg< 
ment« ber ^^potenufe unb bie ©umme beiS |)ö^cnperpen* 
bifetö unb bed anbern ©egmentiS ber ^ppotenufe. 



n. ißottfltuftiott eittcd S)t:eiedEd ühctf^aupt 

1. ©egeben ba« aSerl^ältni§ jweier ©eiten unb bie beiben ©eg* 
mente, in meldte bie britte©eite burd§ ben baju geprigen 
l^öl^enperpenbilel get^eilt ift. 
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2. begeben bad Oer]^Ititt| ^weter Seiten, bte jut brttten 
@ette gehörige 4>ö^e itnb bte Dtfferettj ber bur(^ fte auf 
ber brttten ®ette entftanbenen ©egmente. 

3. begeben jn^et ©etten unb bte Sebingung, \>a% bie britte 
@eite gletd^ bem ju i^r gehörigen 4>ö^enperpenbifel »erbe. 

4. begeben eine ©ette, ber gegenfiberltegenbe ffiintel nnb bie 
®umme ber Ouabrate beiber anbem ©eiten. 

6« begeben eine @eite, bie baju gehörige ^ö^e unb bie @umme 
ber Ouabrate beiber anbern Seiten. 

6. (begeben eine Seite, bie ju biefer ge^firige SRittelHnie unb 
bie S)ifferena ber Ouabrate beiber anbem Seiten. 

7. begeben eine Seite, bie ju einer ber beiben anbem Seiten 
gcl^örige SRittellinie unb bie Differma ber Ouabrate biefer 
beiben anbem Seiten. 

8. begeben eine Seite, ber gegenfiberliegenbe SBinfel unb bie 
S)ifferen} ber Ouabrate beiber anbem Seiten. 

9. ©egebm jwei Seiten unb ba0 Ser^ftltnig ber britten Seite 
ju ber i^ iuge^örtgen ^9^e. 

10. begeben eine Seite, bie baju gehörige ^fil^e unb ba9 SBer^ 
l^ältnig einer jweiten Seite gu ber t^r auge^ürigen ^ö^e. 

11. begeben eine Seite, ber gegenüberliegenbe ffiintel unb bad 
{Red^ted au0 beiben anbem Seiten. 

12. begeben bie Summe ameier Seitm unb bie Segmente, in 
meldte bie britte Seite burc^ bie baau gehörige |)ö^e ge^« 
t^eUt ift. 

13. (begeben eine Seite, bie baau gehörige ^B^ unb bie Summe 
beiber anbem Seiten. 

14. ©egeben bie Summe itotxn Seiten, bie aur brittm Seite 
gehörige aUittelUnie unb bie a^ ebenberfelben Seite ge^ 
porige ^ö^e. 

15. begeben ein ^öl^mperpenbifel, bie au ber nemlic^en Seite 
gehörige SDtitteUinie unb ber ^albmeffer bed um ba« Drei« 
ecf befd^riebenen ÄreifeiJ. 

16. (S(egebm eine Seite, ber ^albmeffer bed umfd^riebenen ftrei« 
fed unb ber |)albme{fer bed innem 8er&^mng9lretfed. 

17. begeben eine Seite, ber gegenftberliegenbe ffiintel (ober 
ber |)albmeffer bei» umfc^riebenen ftreifed) unb ber ^alb« 
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tnejfcr be» ju bcr gegebenen ©eite gel^örigen äußern 85c- 

18. (Segeben ein SGßinlel, ber ^albmeffer be« umfd^riebeiten 
Äreife« nnb ber ^albmejfcr be« innern SBerü^mngÄfaeifeÄ. 

19- ®egeben ein ©inlel, ber ^albmejfer be« umfd^riebenen 
ftretfed nnb ber ^albmeffer beiS ju ber (S(egenfeite beiS 
SBinfete gehörigen äußern SBerü^rung^treifeiS. 

20. ®egeben ein f^ö^enperpenbifel, bie §ur nemli^cn ©eite gc* 
l^örige aßitteUinie unb bie ebenfaOiS |u i^r gel^örige ^al« 
bimngdlinie bei^ ®egenroinfete. 

2h begeben eine ©eite, ber f^Iäd^eninl^alt unb bie S)ifferena 
ber Ouabrate beiber anbern ©eiten. 

22. ©egeben ein ®infel; ber gläd^enin^alt unb ein ^unft in* 
nerl^alb ober außerhalb beiS SBinfeto, burc^ n^elci^en bie 
®egenfeite bed Siinfeli^ felbft ober i^re SJerlängerung l^in«' 
burc^ge^en foH 

23. begeben ber ^albmeffer bed umfd^riebenen ftreifeiS; ber 
^albmeffer \>t& inner« SBerfi^rungiSfreifei» unb bie !Z>ifferena 
jweier ©eiten. • 

24. begeben ber ^albmeffer \>t» untfd^riebenen ftreifeiS, ber 
^albmeffer bei» innern SBeräl^rungiStreif ed unb bie S)ifferena 
aweier SBinleL 

26. begeben ber ^albmeffer beiS umfd^riebenen ftreifeiS, ber 
^albnteffer bed innern Serü^rungdlreifeiS unb eine |)ö^e. 

26. begeben ber Umfang, ein ffiinlel unb bie oon i^m nac^ 
ber^0egenfeite gezogene ^atbirungdlinie bei» SBinfetö. 

27^ begeben ber Umfang, ein SBinfel unb ber grläd^enin^alt. 

28. begeben ber Umfang, ein Siinfel unb ber i^albmeffer bed 
. innern ®erü^rungÄlreife«. 

29. begeben bie S)ifferena smeier SBinf el, ber aum britten SBin« 
tel gehörige ^öl^enperpenbifel unb ber ^albmeffer bed um» 
f(i^riebenen ftreifeiS. 

30. ©egeben bie Differcnj jmeier ©infel, ber jum britten ©in* 
fei gehörige ^ö^enperpenbifel unb ber ^^^Ibmeffer bed in« 
nern iSerü^rungiSlreifed. 
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31. ©cgcbcn bic ©umme awcicr ©ctten, bic ©iffcrcnj i^rcr 
®egenn)infel unb ber ^albnteffer bed ju einer biefer lieiben 
Seiten gel^örigen Sugern Serü^rungiSlreifejS. 

32. ©egcben bie brci SÄittelpunfte. ber äußern SBerü^rungdlrcifc. 

33. ©egeben eine @eite, bie @umme beiber anbem ©eiten unb 
ber ^albmeffer bed innern SBerii^rungdlreifed. 

34. ©egcben eine ©ehe, bieSumme beiber anbern Seiten unb 
ber |)albmeffer bei^ jur erftem gehörigen ätt|ern ©erüi^* 
rä^rung§Ireifei8. 

85. (Segeben eine ©eite, bic ©urnme beiber anbem ©eiten unb 
ber |)albmeffer beiS ju einer ber beiben le^tem gehörigen 
äußern 85crä^rungöfreife5. 

36. ®egebcn ber Umfang, ein ^öl^euperpenbilcl unb ber ^alb^ 
nteffer beiS innern Seräl^rungiStreifej^. 

37. ©egeben eine ©ehe, ber baju gehörige ^öl^enpetpenbifel 
unb ber ^albmeffer beö innern SBeril^rungÄfreife«. 

38. ®egeben ein ©infel, ber jur gegenüberliegenben ©eite ge^^ 
prige ^ö^enperpenbilel unb ber ^albmeffer beiS innern 
Serül^rung^freifeiJ. 

39. ©cgeben ein SBintel, ber jur ©egenfeite gel^örtge ^öl^eU' 
perpenbifel unb bad SReci^ted aM ben beiben ben SBinfel 
einfd^Heßcnben ©eiten. 

40. ©egeben eine ©eite, ber ^albmeffer beiS ffiinlelfreife« unb 
bad ^t6)ttd avi& beiben anbern ©eiten. 

41. ©egeben ein $unft P unb jwei gerabe Sinien L unb L'; 
ein ©reieci ju lonftruiren, ba« einem gegebenen 5Dreiecfc 
ä^ttli^ werbe, unb bejf cn ©infelfpifeen auf P, L, L' liegen. 
(aSrgl. Ort 17.) 

42. (Sbenfo ein ÜDreied gu fonftruiren, \>a& einem gegebenen 
Drcicdfe ä§nlid§ werbe, unb beffen SGßinfelfpifecn auf einem 
gegebenen fünfte P, einer gegebenen geraben fiinie L unb 
einem gegebenen ftreife K, ober auf einem gegebenen 
?ßunlte P unb gwei gegebenen Srei«perip^ericn K unb K' 
liegen. (JBrgl. Ort 18.) 
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lU. iSottflmftion eine» ^eteO». 



h (Sin Parallelogramm ju fonftruireit; von toeld^em beibe ^xü'^ 
gonalen unb ia^ SBer^ältnig ber ©eiten gegeben flnb* 

2. ffiin JBicred jn fonftruircn, um meldte« fxä) ein ÄreiiJ be- 
fd^rcibcn läßt, wenn bie üier ©eiten beffdbcn gegeben finb. 

3. ffiin Quabrat gn befd^reiben, beffen mer Seiten burd^ Pier 
gegebene ?ßunfte P, P', P", P'" ge^en. 

4* (Sin fRt^ttd ju befd^reiben, beffen Pier ©eiten bur(i^ Pier 
gegebene fünfte P, P', P", P'" gelten unb pon weld^em 
eine ©eite eine gegebene ®rö|e l^at 

6« (Sin SSiered überhaupt gu befd^reiben, beffen Pier ©eiten 
bttrd§ Pier gegebene ?ßunlte P, P', P", P'" gelten unb votU 
^^ einem gegebenen S3iered(e äl^nlid^ ift 

6. @in SSiered überhaupt }u tonftmiren, Pon tDtlä)tm brei 
©eiten einanber gleid^ fein foQen, menn gegeben flnb bie 
pierte ©eite unb bie beiben an i^er le^tern liegenben SBinfel. 

7* @in 2:rape} gu tonftruiren , in meld^em bie Heinere ber 
beiben paraOelen ©eiten j[eber ber beiben nici^tparaDelen 
©eiten gleid^ werben f oD, wenn gegeben ift bie größere ber 
parallelen ©eiten unb bie (Sntfemung ber parallelen ©eiten* 



IT. ftonflntftioit eine» Uteifed. 

1- ©cgeben ber ^albmeffer unb bie JBcbingung, ba| bie Pon 
gmei gegebenen ?ßunften P nnbP' an ben ftrciJ gejogenen 
STangenten gegebene ®rögen l^aben« 

2. ®egeben ber ^albmeffer, ein ^nft P, burd^ ben er gelten, 
unb ein ftrei« K, ben er l^albiren foH. 

3. begeben ein ^unft P, bur^ ben er gelten, ein ÄreiiJ K, 
ben er berühren, unb eine gerabc Sinie L, auf ber fein 
aroittelpunft liegen foH. 

4 ©egeben ber ^albmeffer, eine gerabc Sinic L, bie er be* 
rül^ren unb ein ßreiiS K; ben er l^albiren foff. 

5. ©egeben brei ftreife K, K\ K"; ber gefud^te ftrei« foD 
feinen SWittelpunft auf K l^aben, pdu K' red^troinlttg ge^ 
fc^nitten unb Pon K" l^albirt werben. 

92ageI8 geom.SnaI))f{d. 2,9bifi 17 
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6. ©cgcbcn gwci fünfte P, P', burd§ wcld^c er gcl^ctt, unb 
ein ftreis K^ ben er l^albiren foU. 

7. ®cgcben eine gerabe Sitiie L, auf ber fein ÜRiltelpunft 
liegen foU, unb bie Sebingung, bag bie wn ixod gegebenen 
fünften P unb P' an i^n gejogenen Tangenten gegebene 
0rö§en ^aben. 

8. ©egeben ein ^unft P, burd§ ben er gelten, eine gerabe Sinie L, 
bie er berühren, unb ein ftreiöK, ben er l^albircn foH. 

9* ©egebcn brci Äreifc K, K', K"; ber gefud^te firei« foD 
feinen aWittelpunft auf K l^aben, ben Ärei« K' rec^twinHig 
fd^neibcn unb ben fireiö K" l^albiren. 

10. An einen gegebenen ÄreiiS ift in einem gegebenen fünfte 
eine S^angente gegogen ; einen ftreid ;u befd^reiben^ ber bie 
S^angente ebenf alliJ berill^rt, beffen SWittelpunft auf ber ^e* 
ripl^erie be«' gegebenen Sreife« liegt, unb ber burd§ ben am 
bem (Snbpuntt beiS vom gegebenen 9)erül^rungdpuntte auiS 
im erften Äreife gcjogenen ÜDur^meffer« gel^t 

11. ®cgeben ber ^albmeffer unb jmei fircife K, K', bie er 
l^albiren foQ. 



Y/ ^eflimmuttg nott ^uttttett mit gegebenen ^es 
jiebungen )u andern ^untten unb getanen iSinten. 

1. ®cgeben brei in gcraber Sinie licgenbe fünfte P, P', P' 
unb eine gerabe fiinie L; auf L' einen ?ßunlt fo gu bc^» 
ftimmen, ba§ bie üon i^m nad^ P, P', P" gejogenen ge* 
raben Sinien gmei einanber gleite 2Biufe( bilben. 

2. ©egebcn brei fünfte P, P', P"; einen merten $unft gu 
befiimmcn,'mit ber ®igenf d^aft, ba§ bie üon il^m na^ ben 
gegebenen ?ßunlten gegogenen geraben ßinien ein gegebene« 
aSer^ältnig = m : n : p l^aben. 

3. ©cgeben brei ?ßunftc P, P', P"; einen vierten ^unft gu 
beftimmen ,mit ber (£igcnfd§aft, ba§ bie von i^m nad§ P 
unb P" gegogenen geraben Sinien einen gegebenen ©inlel 
bilben unb ba§ biefer ^unft gugleid§ bie gemeinfd^aftlid^e 
©pifee gmcier einanber gleid^er ©rciede werbe, bereu ©runb«« 
linien PP' unb P'P" feien. 
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4. ©cgcben fcd^« fünfte P, P', P'', P'", P'% P^ ; einen fie* 
benten $unft fo ju beftimmen, ia% XDtnn von il)m nad§ 
ben gegebenen fünften gerabe £tnten gejogen n^erben, bie 
Quabratfnmmc ober Ouabratbiffcrenj beiS crftcn Sinien'' 
paare« gleid^ fei ber Quabratfumme ober Onabratbifferenj 
bc« jweiten n^b ebenfo ber be§ brüten^ 

5. ©egeben oier ?ßnnlte P, P% P'\ P'" in gerabcr ßinie; 
einen fünften ^nnft fo ju beftimmen, bag bie oon i^m 
nad^ jenen oier ?ßnnlten gegogenen geraben fiinien brei 
einanber gleid^e SBinfel ntad^en. 

6. ©in $unft P unb jwei nid^tparallelc gerabe Sinien L unb 
L' finb gegeben; burci^ P eine gerabe fiinie §u jiel^en/ 
weld^c L nnb L' fo fd^neibe, ba§ bie baburd^ gebilbeten 
Äbfd^nitte ein gegebcnei^ 5Berl^äItni§ = m : n l^abem 

7. ©egeben ein SBinfcI nnb eine gerabe burd^ bie ffiinf elfpi^e 
ge^enbe ßinie ^ roeld^e ben ffiinfel beliebig t^eilt; bnrd^ 
einen gegebenen ?ßnnft eine gerabe Sinie fo jn jiel^en, ba§ 
ba« in benffiinlel foDenbe®tfld berfelben bnrd^ bieStl^ei* 
lungi^Iinie beiS ©inlete ^albirt, ober in irgenb einem ge* 
gebenen SBerl^ältniffe = m : n getl^eilt werbe. 

8. begeben brei gerabe fiinien L, L', L"; einen ^nnft fo ju 
beftimnten; ba§ bie oon i^m anf L, L', L'' gefällten ^ßer^^ 
penbifel ein gegebene« S5cr^ältni§ = m : n : p l^aben. 

9. (Segeben oier gerabe ßinien L, L\ L'\ L'" fo, ba§ fid^ 
L, L\ L'' nid§t in einem cinjigen fünfte fd^neiben unb L'" 
feiner ber brei erften ßinien parallel ift; eine ßinie pa* 
rallel mit L'" fo jn sieben, ba§ bie bur^ ben ©urd^fd^nitt 
mit L, L'; L" gebilbeten jmei «bfd^nittc berfelben ein ge^ 
gebene» JBerpltnij} = m : n ^aben. 

10. ®egeben biefelben JBebingungen, wie bei ber oorigen «uf- 
gäbe ; eine gerabe ßinie parallel L'" fo ju jie^en, ba§ ba« 
amifd^en L nnb L" Hegenbe ©tüdf berfelben bnrd^ L' ftetig 
proportionirt gefd^nitten merbe. 

11. (Segeben brei gerabe ßinien L;L',L"; aufL" einen ^unft 
fo ju beftimmen, ba| bie oon i^m nad^ L nnb L' unter 
gegebenen Sßinteln a nnb ß gejogenen geraben ßinien ein 
gegebene« ä3erl^ältni| = m : n l^aben. 

17* 
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12. begeben gtoet begrenzte gerabe fitnten ber £age unb ®xö%t 
m^ unb eine unbcgrcnjtc bcrSagcnad§; auf leitetet einen 
$unft fo 2U beftimnten, ba| bie von i^tn nac^ ben (Snb^ 
puniten jlener betben gezogenen geraben fitnien itoei einanber 
gleid^e S)reie(!e bilben* 

13. ©cgcbcn brci bcgrcnjtc gcrabc fiitiicn ber Sage unb®r5§e 
nad^; einen $unlt f o ju beftimmen, bag bie von i^m nad^ 
ben Cnbpttttlten iener brei gejogenen geraben Sinien brei 
einattber gleid^e ÜDreiede bilben. 

14. begeben jt^ei begrenjte gerabe Sinien ber Sage unb(S(r6ge 
nad^; einen $unft fo ju beftimmen, ba^ bie t)on i^m nad^ 
ben ©nbpunften jener beiben gejogeneit geraben Sinien jtoci 
einanber gleid^c ©reiede bilben unb ba§ ebenfo bie Oua* 
bratfuntnte beiS einen SinienpaariS ber Quabratfumme beiS 
anbem gleich werbe. 

15. begeben ixotx begrenzte gerabe Sinien ber Sage unb @röge 
noc^ ; einen ^unft fo ju beftininien; ba§ bie t)on i^m nad^ 
ben (Snbpunlten jener beiben gejogenen geraben Sinien jn^ei 
einanber gleiche (Dreiede bilben unb bie Quabratfuntnte ber 
t)ier Don il^nt aud gejogenen geraben Sinien eine gegebene 
@röge ^abe. 

16. ©egeben eine begrenjte gerabe Sinie ber Sage unb ®röge 
unb eine unbegrenjte ber Sage nad^; auf Ie|terer benjenigen 
^unft ju bcftimmen, üon weld^em üu» bie erftere Sinie 
unter beut mögUd^ft größten ®efici^tdn)intel erfd^eint. 

17. Auf einer gegebenen geraben Sinie L ixoti fünfte fo ju 
beftimmcn, bü§ bie üon il^nen nad^ einem gegebenen ?ßunf te P 
gcjogenen geraben Sinien ein gegebenciS SSer^ältniß = m : n 
^aben unb einen gegebenen SBinfel a einfd^Iiegen. 

18. auf einem gegebenen Greife K jwei ?ßunfte fo ju beftim* 
men, ba§ bie üou i^nen nad^ einem gegebenen ?ßunfte P 
gegogenen geraben Sinien ein gegebene« SSer^ältni^ = m : n 
l^aben unb einen gegebenen SBintel a einfd^Iiegen. 

19. «uf einer gegebenen geraben Sinie L jmei fünfte fo ju bc* 
ftimmen, bag bie von i^nen nad^ einem gegebenen ^untte P 
gejogenen geraben Sinien ein 9ied^ted Don gegebener @r5ge 
= a* bilben unb einen gegebenen SBinfel a einfc^liegen. 
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20, ©egcbctt ein ^uult P unb jioci gcrabc Sinicn L unb L'; 
burd^ P eine gcrabe Sinic ju jiel^en, roeld^c L nnb L' jo 
f d^ncibe, ba§ ba« JRcd^ted avL& bcn (Entfernungen ber Durd^* 
fd^nittiSpunttc t)on P eine gegebene ®rö§e = a* ^abc. 

21. Auf einer begrenjten gcraben Sinie einen ^unft gu be* 
pininten, ber bie Sinie fo in jwei Äbfd^nitte tl^eile, baß 
baö SRcd^ted ou8 benfelbcn gleid^ werbe bcm Quabrate ber 
!Differen} beiber Slbfd^nitte. 

22* «uf einer begrenzten gerabcn Sinie einen ^unft ju be* 
ftimmen, ber bie Sinie fo in jroei abfd^nitte t^cile, ba§ 
baiS Duabrat be« einen Streife boppelt fo groß ift ate bai? 
Quabrat beiJ anbem- 



YI. Jlonflrultiott nott ^utttten unb iSittiett in unb 
an (Stetcif en unb äStctcdPem 

1. $Jn einem gegebenen ©reiecfe eine gcrabe Sinie parallel 
mit einer ®eite fo ju sielten, baß in bem baburd^ entftan« 
bcnen Sirapeje bie ©ummc beiber parallelen ©eitcn gleid^ 
wirb ber ©ummc beiber ni^tparaHelen. 

2. ^n ber ebene einciS Dreied« liegt ein aweitcö bem erften 
fongruente« ©reied, in meld^em bie gleiten SBJinfel in ber 
nemlid^en Orbnung auf einanber folgen; t& foH ein^unlt 
gefunben werben, um meldten fid^ \>a§ erfte !Dreiedf breiten 
mvi% um mit bem smeiten jufammenjufaQen. 

3. 3)urd^ einen gegebenen ^unft in ber ßbene eineiJ Drciedf^^ 
eine gerabe Sinie fo bur^ \>a& ÜDreiedE ^inburd^ ju gießen, 
baß, menn man oon ben brei SBintelfpi^en auf fie ?ßerpen* 
bifel fäHt, ber auf ber einen ©eite Hegcnbe ^erpenbifel gleid^ 
mirb ber ©umme beiber auf ber anbern ©eitc liegenben* 

4. ;^nnerl)alb einei? gegebenen SSierediS einen ^unft fo }u be^ 
ftimmen, baß bie von i^m nad^ ben oier S3infelfpi^en ge^ 
gogenen geraben Sinien ba« SBieredE in mer üDreiedtc 
tl^eilen, oon bencn ie jmei gegenüberlicgenbe einanber 

• gleid^ finb. 
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TII. ißottflntftiott nott fünften utt^ Sttttett in unb 
an j^tcifett. 

L Durd^ einen ©urd^fd^nitt^pnnlt jroeier einanbcr fd^neibenbcr 
Steife eine gerabe Sinie fo ju ji^l^en, ba§ ba^ Jfted^tecf 
aui^ ben in beibe Sreifc faHenben Sterben eine gegebene 
®rö§e = a« erhalte. 

2. ^md) einen ©urd^fd^nitt^pnnft jweier cinanber fd^neibenbcr 
Äreife eine E^orbe in ben einen fireiiS fo an legen, ba§ 
ia^ JRed^ted an& ben beiben 5£l^eilen, in weld^c fic burd^ 
ben anbern Sxti^ get^eilt wirb, eine gegebene ©röfee^^a« erl^altc. 

8. ®egeben ein ^nnlt P, eine gerabe Sinic L unb ein SreiS 
K; burd^ P eine gerabe ßinie fo ^inburd^ ju jie^en, ba§ fic 
L unb K fd^neibe unb ba§ bic jwifd^en P, L unb K lic^ 
genben ©tücfc berfelben einanber glcid^ werben. 

4. 3n einem ^gegebenen ffreife ift ein ©entriwinlcl gegeben; 
an ben baju gel^örigen 83ogcn eine 5Eangente fo ju gießen, 
ba§ ia^ jroifd^en ben oerlängerten ©d^enfeln bc5 SSSinfefe 
licgcnbe ©tüdt berfelben burd^ ben Serü^rung^punft in 
einem gegebenen aSerl)äItniffc = m : n get^eilt mcrbe. 

5. ©egeben ein Ärei5 K unb jmei gerabe Sinien L unb L'; 
burd^ K cine@efantc parallel mitL fo ju jiel^cn, baß bie 
in ben ftreiig fallcnbe Sl^orbe gu bem jmifd^en K unb L' 
liegenbcn Äbfd^nitte ein gcgebene5 5BerpUni§=m:nl^abe* 

6. ©egeben ein ffrei« K unb eine gerabe Sinie L; auf L 
einen ?ßunft fo ju beftimmen, bafe, wenn Don il^m nad^ K 
eine gerabe Sinie Don gegebener ®rö§e gebogen wirb, bie 
in ben ^tx& baburd^ faQenbe S^orbe ebenfalls oon gege^» 
bener ®rö§e merbc* 

7. ©cgcben einftreii^K, eine gerabe Sinie L unb ein5ßunItP; 
auf L einen ?ßunlt fo ju beftimmen, ba§ bie dou i^m nadj 
P gcjogenc gerabe Sinie gleid^ ber t)on il^m nad^ K ge* 
jogenen 2:angentc werbe- 

8. ©egeben gwei Äreife K, K' unb ein ^unft P; burd^ P 
eine gerabe Sinie fo gu jiel^en, bag \>a^ jmifd^en beiben 
fireifen Hegenbc ©tttdJ berfelben in P ^albirt, ober nad^ 
einem gegebenen aSer^ältniffc = m : n gctl^eilt werbe* 
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9. ®cgcbctt groci ftrcifc K,K'; einen 5ßunlt fo ju bcftimmen, 
bag bic üon il^m nad^ Beiben Greifen gegogenen S^angcnten* 
paare glcid^e ©inf cl cinf fliegen unb ba§ bic Quabratf urnmc 
aller mcr S^angenten eine gegebene ®rö§e ^ a* ^abc» 

10. ® egeben gmei Greife K, K' unb eine gerabe Sinic L ; anf L einen 
$nnft fo gtt beftimmen, ba§ bie von i^m nad§ beiben ©reifen 
gezogenen S^angentenpaare glcid^e ffiinfel einfd^Iic^en. 

11. ©egeben brei «reife K, K', K"; auf K einen ^unft fo ju 
beftimmen, bafe bic Quabratfummc ber üon il^m nad^ K' 
unb K" gcjogenen S^angcnten eine gegebene ®rö§e = a^ ^abc. 

12. ®egeben brei Greife K, K\ K"; aufK einen $unlt fo ju 
beftimmen, baß bie ©ifferenj ber Quabrate ber beiben von 
x1)m nad^ K' unb K" gejogenen S^angenten eine gegebene 
®rö§e = a^ l^abe. 

13. ®egeben brei Äreifc K, K', K"; einen ^unft fo ju be- 
ftimmen, ba§ bie brei üon il^m nad^ ben brei Äreifen ge^ 
gogenen 2iangenten einanber glei$ n^erben. 

14. ®egcben brei fireife K, K', K"; einen ^unft fo gu bc* 
ftimmcn, ba§ bie brei von il^m nad^ ben brei Sreifen ge«« 
gogenen Xangentenpaare einanber gleid^e ffiinfcl bilben. 

15. !Durd§ einen gegebenen ^unlt innerhalb eine« gegebenen 
Ärcife^^cine ©l^orbe fo l^inburd^ gu gießen, ba§ bicfelbe in 
bem ^unlte nad^ einem gegebenen SSer^ältniffe getl^eilt werbe. 

16. ®egeben ein SBinfel unb ein beibe ©d^enfel beffelben bc* 
rü^renber fireiiJ; an ben ftreiiS eine S^angcnte fo gu gießen, 
ba§ ba« groifd^en ben ©d^enleln beg SGßinfete liegenbc ©türf 
berfclben eine gegebene ®rö§c l^abe. 

17. ®egcben gwei fireifeK unbK'; einen 5ßunlt gu beftimmen, 
ber bie ©igcnfd^aft l^at, ba§ bie üon il^m an beibe ffreife 
gegogenen 5£angenten einanber gleid^ finb unb einen gege« 
bcncn SBinlel einfd^Uegen. 



Tm. ^efd^teibung nott ^igutett in unb um anbete« 

1. ^n ben fongentrifdjen Sfling gweier ftreife ein S)reie(I gu 
befd^reiben, n^eld^eiS einem gegebenen S>reied(e tt^nlid^ ift. 
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2* ^n ein gegeben^ ^xütd ein Ouabrat }tt befd^reiben, 
wobei attd§ ber ^aU ju bead^ten ift, ba§ bie Sßinfelfpi^en 
\>t» Onabratö auf ben 9$etlängemngen ber ©eiten beS 
©reiediJ liegen. 

3. ^n ein gegebeneiS S)reie(I ein Sted^ted pon gegebenem Um« 
fang ju befd^reiben. 

4. ;3n ein gegebene^ S)reied( ein 9lec^ted( )U bef einreiben ^ Don 
meld^em bie !Differenj amcier anliegenben ©eiten gegeben ift 

5. $Jn ein gcgebeneiJ DreiedE ein Wec^tedf ju befd^reiben, beffen 
S)iagonaIe gegeben ift* 

6* 3n ein gegebcneiJ ^Parallelogramm ein Ouabrat ju bef d^reiben. 

7. ^u ein gegebene^ ^araOelogramm einen SR^ombuiS ju be^ 
fd^reiben, beffen 3)iagonaIen ein gegebeneiS 9$erl^&Itnig }u 
einanber l^aben* 

8. 3n ein gegebeneiJ Parallelogramm einÄed^tedl ju befd^rei* 
ben, beffen ^Diagonalen fid^ unter einem gegebenen SSBinfel 
fd^ncibcn. 

9. 3» «i» gegebene« ©reiedE jmei Ärcife fo gu bcfd^reiben, 
ba§ beibe einanber unb jeber jwei ©eiten beö !Dreiedt8 be* 
rül^re unb bag i^e Centrale einer gegebenen geraben fiinie 
paraQel merbe« 

10. 3n ein gegebene« ©reiedf einÄcd^ted {U bcfd^reiben, beffen 
©eiten ein gegebene« S3erl^ältnig gu einanber l^aben« 

IL ^n ein gegebene« Parallelogramm ein anbere« ju befd^rei^ 
ben, meldte« einem gegebenen ^araOelogramme ä^nlid^ ift. 

12. ^n ein gleid^feitige« Dreiedt ein anbere« gleid^feitige« Drei* 
cdE fo ju bcfd^reiben, ba§ bie ©eiten beiber auf einanber 
fentred^ ftel^en. 

13. $Jn ein gegebene« Dreiedf ein anbere«, ba« einem jmeiten 
gegebenen ÜDreicde ä^nlid^ fei, fo ju befd^reiben, ba§ eine 
©eite bc« einbefd^riebenen parallel werbe mit einer ©eitc 
be« gegebenen umfd^riebenen. 

14. Um ein gegebene« SSieredC einen St^ombu« ^befd^reiben, 
oon meld^em ein Sßinfel gegeben ift. ^ 
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